
Kvadratické formy nad tělesy charakteristiky 2
Je-li char(T ) = 2, potom některé kvadratické formy g nelze
odvodit z žádné symetrické bilineárńı formy, nap̌r. g(v) = v1v2.
Proto matice takových forem g neńı definována.

Na druhou stranu, je-li A symetrická matice řádu n, potom pro
analytické vyjáďreńı formy g(v) = vTAv plat́ı: g(v) =

n∑
i=1

aiiv2
i ,

protože každý ze sḿı̌sených členů aijvivj se odečte s ajivjvi .
Je-li totiž char(T ) = 2, pak aijvivj + ajivjvi = (1 + 1)aijvivj = 0.

Ukázka: vT
(

1 1
1 0

)
v = v2

1 + v1v2 + v2v1 = v2
1 = vT

(
1 0
0 0

)
v

Důsledek: Lze-li kvadratickou formu g nad T charakteristiky 2
vyjáďrit součinem g(v) = vTAv se symetrickou A, potom ji lze
vyjáďrit pomoćı g(v) = vTDv s diagonálńı matićı D.
Tyto formy obsahuj́ı jen kvadratické členy a žádné sḿı̌sené.
Matice D je dána jednoznačně vztahem dii = aii pro i = 1, . . . , n.



Diagonalizace matic forem nad ostatńımi tělesy
Věta: Je-li g kvadratická forma na vektorovém prostoru V
konečné dimenze n nad tělesem T charakteristiky odlǐsné od 2,
pak forma g má diagonálńı matici vzhledem k vhodné bázi B.
(Věta plat́ı i pro symetrické bilineárńı formy.)
Definice: Polárńı báze dává diagonálńı matici kvadratické formy.
Přeformulováno jako diagonalizace matic kvadratických forem:
Věta: Pro jakoukoli symetrickou matici A ∈ T n×n s char(T ) ̸= 2
existuje regulárńı matice R taková, že RTAR je diagonálńı.

Ukázka: Matici formy
(

0 1
1 0

)
lze nad Z3 diagonalizovat nap̌r.:(

1 1
1 2

)(
0 1
1 0

)(
1 1
1 2

)
=
(

2 0
0 1

) Nad Z2 by g(v) = 0, ale
součin ťŕı regulárńıch neńı 0,
proto tuto matici nelze nad Z2
diagonalizovat součinem RTAR.

Poznámka: U reálných matic věta plat́ı již d́ıky diagonalizaci
symetrických matic lineárńıch zobrazeńı pomoćı ortogonálńıch R.
Ty splňuj́ı RT = R−1, a tak jsou diagonálńı i RTAR = R−1AR.



Věta: Pro jakoukoli symetrickou matici A ∈ T n×n s char(T ) ̸= 2
existuje regulárńı matice R taková, že RTAR je diagonálńı.
Důkaz: Indukćı podle n.

Označme A = An =
a11 bT

b B
.

▶ Pro a11 ̸= 0 a Pn =
1 − 1

a11
bT

0 In−1

máme PT
n AnPn =

1 0T

− 1
a11

b In−1
·

a11 bT

b B
·

1 − 1
a11

bT

0 In−1

=
a11 bT

0 − 1
a11

bbT + B
·

1 − 1
a11

bT

0 In−1
=

a11 0T

0 An−1

kde An−1 = B − 1
a11

bbT je symetrická.

kde An−1 = B − 1
a11

bbT je symetrická. Dle indukčńıho
p̌redpokladu urč́ıme Rn−1 pro An−1. Zvoĺıme Rn = Pn ·

1 0T

0 Rn−1
.

Potom RT
n AnRn je diagonálńı.

▶ Pokud a11 = 0, ale b ̸= 0, pak ai1 ̸= 0 pro nějaké i .
Pokud aii = 0, použijeme elementárńı matici E pro p̌ričteńı i-tého
sloupce k prvńımu. Poté vezmeme A′ = ETAE naḿısto A. Protože
a′

11 = 2ai1 ̸= 0, lze postupovat stejně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě.
Jinak použijeme E pro záměnu i-tého a j-tého
sloupce a analogicky dostaneme a′

11 = aii ̸= 0.
▶ Pro a11 = 0 a b = 0 vezmeme An−1 = B a Rn =

1 0T

0 Rn−1
.
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sloupce a analogicky dostaneme a′

11 = aii ̸= 0.
▶ Pro a11 = 0 a b = 0 vezmeme An−1 = B a Rn =

1 0T

0 Rn−1
.
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Ukázka: T = Z3, A3 =

2 2 1
2 0 2
1 2 1

, P3 =

1 − 1
2 − 2

2
0 1 0
0 0 1

 =

1 2 1
0 1 0
0 0 1

,

A2 = B − 1
a11

bbT =
(

0 2
2 1

)
− 1

2

(
2
1

)
(2, 1) =

(
1 1
1 2

)
, R2 =

(
1 2
0 1

)
,

R3 =

1 2 1
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 2
0 0 1

 =

1 2 2
0 1 2
0 0 1

, RT
3 A3R3 =

2 0 0
0 1 0
0 0 1

.
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Metody diagonalizace
▶ Reálné symetrické lze diagonalizovat pomoćı vlastńıch č́ısel.
▶ Gaussovou eliminaćı — každou řádkovou operaci provedeme

současně na řádky i na sloupce.
Pozorováńı: Je-li A symetrická, je A′ = ETAE také symetrická.
Důsledek: Dolńı trojúhelńıková RTAR je i diagonálńı.

Ukázka:(2 2 1 1 0 0
2 0 2 0 1 0
1 2 1 0 0 1

)
II-I∼̌
r.

(2 2 1 1 0 0
0 1 1 2 1 0
1 2 1 0 0 1

)
II-I∼
sl.

(2 0 1 1 0 0
0 1 1 2 1 0
1 1 1 0 0 1

)

III+I∼
(2 0 0 1 0 0

0 1 1 2 1 0
0 1 2 1 0 1

)
III-II∼

(2 0 0 1 0 0
0 1 0 2 1 0
0 0 1 2 2 1

)

Ve výsledné blokové matici je vlevo diagonálńı matice RTAR
a vpravo je matice řádkových úprav čili RT.
Vektory polárńı báze B jsou sloupce R = [id]B,E čili řádky této RT.



Sylvester̊uv zákon setrvačnosti
Věta: Každá kvadratická forma na konečně generovaném reálném
vektorovém prostoru má vzhledem k vhodné bázi diagonálńı matici
pouze s 1, −1 a 0. Všechny takové diagonálńı matice odpov́ıdaj́ıćı
téže formě maj́ı stejný počet 1 a stejný počet −1.

Definice: Necht’ reálná kvadratická forma g má
diagonálńı matici D obsahuj́ıćı pouze 1, −1 a 0.
Signatura formy g je trojice (#1, # − 1, #0),
poč́ıtáno na diagonále matice D.

Ukázka: g : R2 → R daná A =
(

0 3
3 −3

)
vzhledem k E .

Matice g vzhledem k bázi: B =
((2

3 , 1
3
)T

,
(
−1

3 , 1
3
)T ) je

D = [id]TB,E A [id]B,E =
( 2

3
1
3

−1
3

1
3

)(
0 3
3 −3

)(2
3 −1

3
1
3

1
3

)
=
(

1 0
0 −1

)

6x1x2 − 3x2
2 x2

1 − x2
2



Sylvester̊uv zákon setrvačnosti
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Diagonalizované kvadratické formy R2 → R

0, signatura (0, 0, 2) x2
1 , sig. (1, 0, 1) −x2

1 , sig. (0, 1, 1)

x2
1 + x2

2 , sig. (2, 0, 0) x2
1 − x2

2 , sig. (1, 1, 0) −x2
1 − x2

2 , sig. (0, 2, 0)

(sěrazeno podle hodnosti a poté 1 p̌red −1)



Sylvester̊uv zákon setrvačnosti
Věta: Každá kvadratická forma na konečně generovaném reálném
vektorovém prostoru má vzhledem k vhodné bázi diagonálńı matici
pouze s 1, −1 a 0. Všechny takové diagonálńı matice odpov́ıdaj́ıćı
téže formě maj́ı stejný počet 1 a stejný počet −1.
Důkaz:
1. Existence: Necht’ A je matićı formy vzhledem k nějaké bázi B.
Reálné symetrické matice lze diagonalizovat, čili A = RTD′R pro
regulárńı R a diagonálńı D′.

Rozlož́ıme D′ = STDS, kde


pro d ′

ii = 0 : dii = 0, sii = 1,

pro d ′
ii > 0 : dii = 1, sii =

√
d ′

ii ,

pro d ′
ii < 0 : dii = −1, sii =

√
−d ′

ii .

Nyńı je SR regulárńı a A = (SR)TDSR.
Zvoĺıme bázi C tak, že soǔradnice vektor̊u C vzhledem k B jsou
sloupce (SR)−1, tzn. [id]C ,B = (SR)−1 (neboli [id]B,C = SR).
Nyńı [id]TC ,BA[id]C ,B = ((SR)−1)T(SR)TDSR(SR)−1 = D
je hledaná diagonálńı matice formy v̊uči bázi C .

Ukázka:

A =
( 7 −10 −2

−10 4 8
−2 8 −2

)
=

 2
3

1
3

2
3

− 2
3

2
3

1
3

− 1
3 − 2

3
2
3

(18 0 0
0 −9 0
0 0 0

) 2
3 − 2

3 − 1
3

1
3

2
3 − 2

3
2
3

1
3

2
3

 = RTD′R

D′ =
(18 0 0

0 −9 0
0 0 0

)
=

3
√

2 0 0
0 3 0
0 0 1

(1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)3
√

2 0 0
0 3 0
0 0 1

 = STDS

[id]B,C = SR =

3
√

2 0 0
0 3 0
0 0 1

 2
3 − 2

3 − 1
3

1
3

2
3 − 2

3
2
3

1
3

2
3

 =

2
√

2 −2
√

2 −
√

2
1 2 −2
2
3

1
3

2
3


A = RTD′R = RTSTDSR = (SR)TDSR = [id]TB,CD[id]B,C

⇔ [id]TC ,BA[id]C ,B = D



Sylvester̊uv zákon setrvačnosti
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Ukázka:

A =
( 7 −10 −2

−10 4 8
−2 8 −2

)
=

 2
3

1
3

2
3

− 2
3

2
3

1
3

− 1
3 − 2

3
2
3

(18 0 0
0 −9 0
0 0 0

) 2
3 − 2

3 − 1
3

1
3

2
3 − 2

3
2
3

1
3

2
3

 = RTD′R

D′ =
(18 0 0

0 −9 0
0 0 0

)
=

3
√

2 0 0
0 3 0
0 0 1

(1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)3
√

2 0 0
0 3 0
0 0 1

 = STDS

[id]B,C = SR =

3
√

2 0 0
0 3 0
0 0 1

 2
3 − 2

3 − 1
3

1
3

2
3 − 2

3
2
3

1
3

2
3

 =

2
√

2 −2
√

2 −
√

2
1 2 −2
2
3

1
3

2
3


A = RTD′R = RTSTDSR = (SR)TDSR = [id]TB,CD[id]B,C

⇔ [id]TC ,BA[id]C ,B = D



2. Jednoznačnost počtu 1, −1 a 0:
Necht’ B = (b1, . . . , bn), C = (c1, . . . , cn) jsou dvě báze t.ž.
odpov́ıdaj́ıćı matice B a C formy g jsou diagonálńı s 1, −1 a 0
uspǒrádanými tak, že nejďŕıve jsou 1, potom −1 a 0 jsou posledńı.

Protože součiny s regulárńımi maticemi [id]C ,B neměńı hodnost:
#0 v B = n − rank B = n − rank C = #0 v C .

Označme r = #1 v B a s = #1 v C . Pokud by r > s, pak uvažme
podprostory span(b1, . . . , br ) a span(cs+1, . . . , cn). Součet jejich
dimenźı r + n − s p̌resahuje n, a proto maj́ı netriviálńı pr̊unik.

b1

Rn

br
br+1

c1

bn

cs
cs+1

cn

B C
span(b1, ... , br )

span(cs+1, ... , cn)
0 v

dim = n

dim = r

dim = n − s

dim ≥ 1

Použ́ıváme větu o pr̊uniku
a spojeńı: dim U + dim V =
dim(U∩V ) + dim(span(U ∪ V ))

Levá strana je osťre věťśı než n,
dim(span(U ∪V )) ≤ dimRn = n

⇒ dim(U ∩ V ) ≥ 1

Zvolme v ∈ (span(b1, . . . , br ) ∩ span(cs+1, . . . , cn)) \ 0, čili
[v ]B = (a1, . . . , ar , 0, . . . , 0)T, [v ]C = (0, . . . , 0, ds+1, . . . , dn)T.
Protože v ̸= 0, alespoň jedno z a1, . . . , ar je nenulové.
Tato a1, . . . , ar odpov́ıdaj́ı 1 v diagonálńı matici B, a proto plat́ı:
g(v) = [v ]TBB[v ]B = a2

1 + · · · + a2
r > 0. Podobně odvod́ıme:

g(v) = [v ]TCC [v ]C = −d2
s+1 − . . . − d2

rank(C) ≤ 0, protože nenulové
d́ılč́ı součiny tvǒŕı jen ds+1, . . . , drank(C) z [v ]C a −1 z diagonály C .
Ze sporu vyplývá, že r ̸> s. Symetricky též s ̸> r , a proto r = s.
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Zvolme v ∈ (span(b1, . . . , br ) ∩ span(cs+1, . . . , cn)) \ 0, čili
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Poznámky

Pozorováńı: Formy s reálnými pozitivně definitńımi maticemi jsou
ty, které lze diagonalizovat na I.
— porovnejte s Choleského faktorizaci A = UHU = UTIU.

Pozorováńı: Analogická věta pro komplexńı symetrické formy
(jiné matice než hermitovské!) dává diagonálńı matice s 1 a 0 na
diagonále; včetně setrvačnosti.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež?

Lze-li matici kvadratické formy diagonalizovat, potom na
diagonále výsledné matice jsou vlastńı č́ısla původńı matice.

2. Pokud je B matice formy v̊uči bázi B a C je matice téže
formy v̊uči bázi C , potom mezi nimi plat́ı vztah:
a) B = [id]TC ,BC [id]B,C , b) B[id]C ,B = [id]TB,CC ,
c) B = [id]B,CC [id]TB,C , d) [id]TC ,BB = C [id]B,C .

3. Každá kvadratická forma nad Z5 má diagonálńı matici, jej́ıž
prvky na diagonále jsou z množiny {0, 1, a}, kde a je:
a) 2, b) 3, c) 4, d) 5.

4. Kolik r̊uzných signatur existuje pro formy v R3?
a) 3, b) 9, c) 10, d) 27, e) nekonečně mnoho.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Nap̌r. matice A = I má vlastńı č́ıslo 1, ovšem stejná forma má
i matici 4I = (2I)TA(2I), a na jej́ı diagonále žádná 1 neńı.
Vlastńı č́ısla dostaneme jen v p̌ŕıpadě, že R−1 = RT.

2. Z korektńıho vztahu B = [id]TB,CC [id]B,C lze odvodit b)
součinem s [id]−1

B,C = [id]C ,B zprava; d) podobně; a) špatný
p̌rechod u levé matice; c) transpozice na špatné straně.

3. a) protože 3 = 2 · 2 · 2, lze 3 diagonalizovat pomoćı 2,
podobně i 4 = 2 · 1 · 2, b) analogicky ze 2 = 33, 4 = 32,
c) 2 ani 3 nelze vyjáďrit součinem 1 a 4, d) 5 /∈ Z5.

4. Počet forem je roven počtu rozděleńı 3 na ťri nezáporné
celoč́ıselné sč́ıtance, což lze provést

(5
2
)

= 10 způsoby.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Je pravda, že pokud lze symetrickou matici A diagonalizovat
pomoćı RTAR, pak R lze vždy zvolit horńı trojúhelńıkovou?

▶ Je pravda, že když má kvadratická forma g na V nad R
diagonálńı matici s nějakými 1 a nějakými −1, pak existuj́ı
vektory u, v ∈ V takové že g(u) < 0 < g(v)?

▶ Je-li matice A diagonalizována pomoćı ortogonálńı R, jaký je
vztah mezi původńı a novou (t.j. polárńı) báźı?

▶ Jakým situaćım v důkazu zákona setrvačnosti odpov́ıdaj́ı
p̌ŕıpady, kdy matice B nebo C nemaj́ı na diagonále žádné 1?
(Čili r = 0 nebo s = 0.)

▶ Za jakých okolnost́ı plat́ı v témže důkazu [v ]TCC [v ] = 0?


