Bilinedrni a kvadratické formy
Definice: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht
zobrazeni f : V x V — T spliuje:
> Vu,ve V.Vte T:f(tu,v)=f(u,tv)=tf(u,v)
> Vuv,we V:f(u+v,w)="f(uw)+f(v,w)
> Vuv,we V:f(uv+w)="f(uv)+f(uw)

Poté se f nazyva bilinearni forma na V.

—

Bilinearni forma je symetricka, kdyz Vu,v € V : f(u,v) = f(v, u).

Zobrazeni g : V — T se nazyva kvadraticka forma, pokud existuje
bilinedrni forma f takova, ze g(v) = f(v, v) pro vechna v € V.
P¥iklady: Kazdy skalarni soucin na prostoru nad R, ale ne nad C!
Pro V = Z%, bilinedrni forma:

f(u,v) = uivi +2uivo + 4upvi + 3upve

Odpovidajici kvadratickad forma:

g(v) = f(v,v) = vivi +2viva + 4vavs + 3vavp = v + vivo + 3v3



Matice forem

Definice: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T s bazi

B = (by,...,b,). Matice bilinearni formy f vzhledem k bazi B

je matice A o slozkach aj; = f(bj, bj).

Matice kvadratické formy g je matice symetrické bilinearni formy f
odpovidajici g, pokud takova symetricka f existuje.

Ukazka: Pro V = Z% a prirozenou bazi E, ma bilinedrni forma

1 2
f(u,v) = uvi +2uivo + 4upvy + 3upvy matici A = <4 3) a

kvadratick4 forma g(v) = v2 + viv» + 3V m4 matici (é §>

Na V = Z3 odpovida kvadratické formé g(v) = viv» napt.

e .. (0 1 w42 .
bilinedrni forma s matici (0 0), ale zadna symetricka.



Matice forem

Definice: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T s bazi

B = (by,...,b,). Matice bilinearni formy f vzhledem k bazi B

je matice A o slozkach a; = f(b;, b;).

Matice kvadratické formy g je matice symetrické bilinearni formy f
odpovidajici g, pokud takova symetricka f existuje.

Pozorovani: ajj = f(b,', bj) = %(g(b,- + bj) — g(b,-) — g(bj))
Diikaz: g(b,- + bj) = f(b,' + bj, b; + bj)

= f(bi, bi) + f(bj, bj) + f(b;, b;) + f(bj. b))
g(bi + bj) — g(b;) — g(bj) = f(b;, bj) + f(bj, b;)

Pozorovani: Pouziti matic forem:
f(u,v) = [u]Alvls, g(v) = [v]EA[v]s.

Dikaz: Kdyz u= ) ¢ibj a v = ) d;b;, pak
i=1 j=1

1c,~f(b,-, bj)d; = [u]3A[v]s

flu,v) = f(f:lc,-b,-, _il djbj> -y
i= j= =

i=1j



Pozorovani: Necht A je matice bi/kv formy vzhledem k bazi B.
Potom [id]TC’BA[id]Cvg je matice stejné formy vzhledem k bazi C.
Ditkaz: [u]g = [id]¢ g[ulc, [v]g = [id]c,8]V]c,
f(u,v) = [u]5A[v]s = ([id]c slulc)" Alid]c 5[vc

= [u]t [Vic.

Definice: Analytické vyjadreni bilinedrni formy f nad T" s matici A
je homogenni polynom f druhého stupné ve 2n proménnych dany

n n
vyrazem: f((u1,...,u)", (vi,...,v,)T) = ZZ ajju;Vvj.
i=1j=1
... analogicky pro kvadratické formy a/nebo vzhledem k bazi B.
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Ukazka: Forma f s matici 4 3> ma analytické vyjadreni

f(u,v) = uivi +2uivo + 4upvi + 3upve.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. lez

2. Kolik biline4rnich forem odpovid4 jedné kvad. formé& na Z3?
f) 125,
3. Pro bilinedrni formu f(u, v) jsou kvadratické formy
odpovidajici formam f(u,v) + f(v,u) a (1 + 1)f(u,v)
a) stejné,
4. Analytickd vyjadreni g((v1, v2)") kvadratické formy g nad R?
vzhledem k E a vzhledem k bazi B = ((0,1)",(1,0)")

c) maji zaménéné koeficienty u kvadratickych &lend;



Komentar k reseni kvizu

1. Normou je odmocnina z kvadratické formy.

2. Kazda bilinearni forma je dana svou matici viiéi pevné bazi,
napt. E. Prvky na diagonale jsou dany jednoznacné. Zvolime-li
si kazdy prvek nad diagonalou aj;, jednoznaéné dopocitame
prvek pod diagonalou aji = g(e; + ;) — g(e;) — g(e;) — aj;.
Prvky nad diagonélou jsou 3 a v Zs je Ize zvolit 53 zplisoby.

3. P¥imocate: g(v) = f(v,v)+ f(v,v) = (1 + 1)f(v,v).

4. V bazi B je oproti E jen zaménéné poradi vektord,
¢ili ve vektoru u = [v]g je uy = v2 a up = vi. Proto
g((vi,v2)") = a11vf + (a2 + a1 )viva + axpvi =
auf + (a2 + an)uru + a1 ud = g((uy, w2)")



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Pokud existuje symetricka forma, ktery odpovida dané
kvadratické formé, je pak jednoznacna?

> Jak se zméni koeficienty analytického vyjadrenti,
kdyz zménime bazi?



