Rekurentni podminka
a1l

bH

Véta: Blokovd matice A = b

B

je pozitivné definitni,

pravé kdy? a;; € RT a matice B — a—hbe je pozitivné definitni.

Pozorovani: Gaussova eliminace prvniho sloupce pomoci prvniho

radku hermitovské matice dava:

Ukazka:

4120 -1 420 -1
21222 012 3
025 7 025 7
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Rekurentni podminka o
all b

Véta: Blokova matice A = b | B je pozitivné definitni,

pravé kdy? a;; € RT a matice B — a—hbe je pozitivné definitni.
Dasledek: Pozitivné definitni matice Ize rozpoznat Gaussovou
eliminaci, ale sloupce je treba eliminovat shora dold odecitanim
vhodnych nasobki fadku s pivotem od fadkd pod nim,

tzn. nelze ménit poradi radki ani radky nasobit skalarem.

Ma-li vysledna horni trojihelnikova matice kladnou diagonalu,
pak je vychozi matice pozitivné definitni.

Ukazka:
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Rekurentni podminka o
all b

Véta: Blokova matice A = b | B je pozitivné definitni,

pravé kdy? a;; € RT a matice B — a—hbe je pozitivné definitni.
Dasledek: Pozitivné definitni matice Ize rozpoznat Gaussovou
eliminaci, ale sloupce je treba eliminovat shora dold odecitanim
vhodnych nasobki fadku s pivotem od fadkd pod nim,

tzn. nelze ménit poradi radki ani radky nasobit skalarem.

Ma-li vysledna horni trojihelnikova matice kladnou diagonalu,
pak je vychozi matice pozitivné definitni.

Ukézka:

4 20 -1 420 -1 420 -1 420 -1
2 22 2 012 3 012 3 012 3
025 7 025 7 001 2 001 2
-127 20 027 2 002 % 000 %



Rekurentni podminka o
all b

Véta: Blokova matice A = b | B je pozitivné definitni,

pravé kdy? a;; € RT a matice B — a—hbe je pozitivné definitni.

Dikaz: Gaussova eliminace prvniho sloupce A odpovida soudinu:

1 OH dalii bH a1l bH
~Lp|1||b|B| |0|B-Lbb"

11 an
Nasledné dostavame:

1 OH all bH 1 —in ail OH
~Lpl1 || b |B|lo] 1 | |o0]|B-Lbb"

11 ai

Matice elementarnich Gprav je regularni, a tak A je pozitivné
definitni, pravé kdyz vysledna blokova matice je pozitivné definitni.

To nastava, pravé kdyz ma oba nenulové bloky pozitivné definitni.



Sylvesterova podminka

Véta: Hermitovskd matice A fadu n je pozitivné definitni,

pravé kdyz matice A1, ..., A, maji kladné determinanty,
kde A; se sestava z prvnich j Yadk{ a sloupci A.
Ukazka: 4 2 0 -1

2 2 2

|A| = |A4| = 0 2 5 7 =38>0
-1 2 7 20
4 2 0
|As] =12 2 2|=4>0
0 2 5
4 2
|A2| =15 5 | =4>0

|Ay| = det(4) = 4 > 0

Vsechny determinanty jsou kladné, proto je A je pozitivné definitni.



Sylvesterova podminka

Véta: Hermitovskd matice A fadu n je pozitivné definitni,
pravé kdyz matice A1, ..., A, maji kladné determinanty,
kde A; se sestava z prvnich j Yadk{ a sloupci A.

Dikaz: Pouzijeme Gaussovu eliminaci A ~~ A’ pro test,
zda je A pozitivné definitni. Necht 2, ..., al, jsou prvky
na diagonéle vysledné horni trojihelnikové matice A’.
Protoze jsme eliminovali fadky shora doli,

mame det A; = det A} = [] a; = det A;_1a};.

j<i
A je pozitivné definitni < a,,....a),, >0
& detAq,...,detA, > 0.
Ukazka:

4 20| -1 @20 -1 [20]-1 [20
Ayl 202f 2| Jod2 3| Jo12 3| Jo1?2
As |lo_2 5 7 025 7| |00 1] 2 001
Ai|-1 27 2 j037 2] 002 Z| 000
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Kviz — feseni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Ktery z testil pozitivni definitnosti je asymptoticky vypocetné
nejrychlejsi? a) Choleského rozklad, b) Gaussova eliminace,
c) rekurentni podminka, 1

2. V rekurentni podmince na test pozitivni definitnosti:
d) a11 musi byt nenulové, ale b miize byt nulovy.
3. lez

4. A, je negativné definitni matice (v/'A,v < 0), pravé kdyz

<0 prolichaie{l,... n}
>0 prosuddie{l,...,n}

c) det(A)) {




Komentar k reseni kvizu

1. a-c) maji sloZitost O(n%), zatimco d) vyZzaduje O(n*) operaci.

2. Pouze aj; je pouzito pro déleni. Je-li b= 0, je i a—;b =0.

3. Neplati nap¥. pro matici (é 8)

4. Negativné definitni A, Ize Gaussovou eliminaci prevést na
trojihelnikovou matici A’ se zadpornymi prvky na diagonéle.
Proto jeji podmatice A; sudych fadd maji kladny determinant
a podmatice lichych ¥adl maji determinant zaporny.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» ProC pfi testovani pozitivné definitnich matic
Gaussovou eliminaci nelze ménit poradi radka?

» Co Ize odvodit o rekurentni podmince a determinantech pro
negativné definitni, semidefinitni a indefinitni matice?



