Gramova matice

Véta: Necht V je prostor se skalarnim soucinem a bazi
B = (b1,...,b,). Potom takzvana Gramova matice A definovana
ajj = (b;|b;) splfiuje: Yu,v € V : (u|v) = [v]4AT[u]g

Vsimnéte si, ze kdyz B je ortonormalni baze, pak A = 1,,.

Dtikaz: Oznaéme [u]g = (c1,...,¢cn)', [Vl = (d1,. .., d,)T,
n n
tj.u= ) cibijav =) dib;. Dostavame
i=1 j=1
(ulv) = £ by 3 diby) = 3= 3= dibilby) = (VAT [uls
i= Jj= i=1j=

Vlastnosti Gramovy matice:

» Z (bj|b;) = (bj|b;) mame a;; = @j;, t.j. matice je hermitovska,
> Z (v|v) >0 pro v # 0 mame [v]2AT[v]g > 0.



Pozitivné definitni matice

Definice: Hermitovskad matice A Fadu n se nazyva
pozitivné definitni, pokud pro ni plati: Yv € C"\ 0 : vl Av > 0.
Aplikace:

» Hledani extrémi realné funkce vice proménnych

— je-li (tzv. Hessova) matice ziskand parciadlnimi derivacemi
druhého ¥adu pozitivné definitni, pak jde o lokalni minimum.

» Rozsiteni optimalizaénich Gloh (semidefinitni programovani).

Ukézka: 1 2 ... ale jak Ize podminku vH'Av > 0
“\2 5 ov&fit pro viechna v € C?\ 0?



Vlastnosti pozitivné definitnich matic

Pozorovani: Pokud A, B jsou pozitivné definitni stejného fadu,
pak A + B je také pozitivné definitni.

Dikaz: vi(A+ B)v = vHAv + vHBv > 0

Pozorovani: Pokud A je pozitivné definitni a R je regularni,

pak RHAR je také pozitivné definitni.

Dtikaz: Pro v # 0 a u = Rv # 0 plati: v RHARv = u" Au > 0.
Daisledek: Bud' jsou pozitivné definitni A i RHTAR nebo ani jedna.
Pozorovani: Pokud A je pozitivné definitni,

pak je regularni a A~1 je také pozitivné definitni.

Dtikaz: Pro singularni A existuje v # 0, ze: vl Av = v"0 = 0.
Inverzni k hermitovské je hermitovska: A=t = (A1) protoze:
(A—l)H _ (A—l)HAA—l _ (A—l)HAHA—l — (AA—I)HA—I — A1
Podle predchoziho pozorovani: A=t = A71AA1 = (A~H)HAAL



Vlastnosti pozitivné definitnich matic

Tvrzeni: Hermitovska blokova matice A Onm
Om.n B

je pozitivné definitni, pravé kdyz A i B jsou pozitivné definitni.

Diikaz: Pro w = (Vi,..., VU1, ..., Um)" € C™™M plati:
wh (0:’n 0'&"’) w = viAv + u"Bu

Oba scitance pravé strané jsou nezaporné pro kazdé w a
je-li w netrivialni, pak alespon jeden z nich je kladny.

Obracené, pokud v € C"\ 0 doplnime nulami na

w=(vi,...,Vs0,...,0)T € C"™™, pak dostaneme:
A 0

HAy — wH n,m

v©iAYy = w O B>W>O

Pro matici B Ize postupovat obdobné.



Charakteristika pozitivné definitnich matic

Véta: Pro hermitovskou A jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
1. Matice A je pozitivné definitni,
2. A ma vsechna vlastni ¢isla kladn3,
3. existuje regularni matice U takova, 7e A = U U.

Dakaz: 1 = 2 : Protoze A je hermitovska, ma vlastni Cisla realna.

Necht v je netrivialni vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu .
Potom 0 < vl Av = AvHv = \(v|v). Z (v|v) > 0 mime A > 0.

2 = 3: Protoze A je hermitovska, existuji unitarni R a diagonalni
D takové, e A = RYDR. Vezméme diagonélni D : d;; = \/d;; a
U = DR. Nyni U"U = (DR)"DR = R"D"DR = R"DR = A.
U je regularni, protoze unitarni i diagonalni matice jsou regularni.
3=1:Pokud v € C"\ 0, pak Uv # 0, protoze U je regularni.
Nyni: vilAv = viUH UV = (Uv)" UV = (Uv|UV) > 0.



Choleského rozklad

Véta: Pro kazdou pozitivné definitni matici A existuje jednoznacna
horni trojihelnikova matice U s kladnou diagonéalou takova, Ze
A = UMU. Matice U se nazyva Choleského rozklad.

Input: Hermitovskd matice A
Output: Choleského rozklad U, pokud je A pozitivné definitni

fori=1,...,n do
i—1

Uip = ([ aii — > Uil
k=1

if u; ¢ RT then STOP, A neni pozitivné definitn;
for j=i+1,....,n do
i—1

i
1 _
uj = - (a,-j — k¥1 Uki”kj)

end
end

Pozorovéni: Vypolet vyzaduje O(n3) aritmetickych operaci.



Ukazka — Choleského rozklad

Pro danou hermitovskou
matici A urCete horni
trojahelnikovou  matici
U s kladnou diagonalou
spliujici: A= UMU

i—1
ujj = = > Uil
k=1

N

2 10 -1
123
11
U 3
uila 2 4 2 0 -2
11 2 2 22
021 0257
-1313]-22 720

-1

i—1

u,;jﬁ( Zuk,'u;v) 5:)

k=1 °




Spravnost vypoctu Choleského rozkladu

«<: Pokud algoritmus uspéje, pak sou¢in U U ovétuje rozklad.

=: Pfedpokladejme, Ze algoritmus selZze béhem p¥i vypoctu uj; .

Prvnich i — 1 Fadki a sloupct A oznaéme £, i

prvnich i — 1 prvkii i-tého sloupce A zas b. Ulc|e
Podobné C a c pro dosud spoctenou ¢ast U. 0"
H
Tyto objekty splfiuji: ab=Cle. UlicHlo b| |A
« ProtoZe nelze uréit uj;, méme a; < c"c. it 1bMa;
Polotme v =| w' | 1 € C" kde w = —C lc.
(w10 ] -

Nyni dostavame: vi Av = ]
=whBw + whb + b"w + a; ]
= (—-C )M (-Cte)+ Al B |b|\| |Bw+b

(—C o) (CcHe)+(CHe)(—C L) + aj b"ag |_|b"w+ a;
=clec—clce—cMc+a=a; —ctec <0 v LN I

., H H H .
Proto A neni pozitivné definitni. woBw+w"b+b"wtaj



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Je-li A Hermitovska, pak BAB" je Hermitovska
a) vzdy

2. Kolik ma pozitivné definitni matice ¥adu 4 rozklada UM U
s horni trojdhelnikovou matici U?
d) 16

3. Je-li v € C", jaky je rozdil mezi vi'v a vt

b) prvni je komplexni &islo, druhy je Hermitovska matice

4. Pozitivné definitni matice jsou uzavfeny na operace:
a) soutty,
e) transpozice, f) inverze.



Komentar k reseni kvizu

1. Stadi ovérit: (BABM)H = (B")HaHBH = BABH.

2. U rozkladu Ize volit znaménko prvku na diagonale, ostatni
hodnoty jsou pak jednozna&né dany. To je 2* moznosti.

3. Nahlizime-li na vektor v € C" jako na matici v € C"™<1,
je vl € C*" a potom vHv e C1¥1 a v e C7*n.

4. a, f) bylo v pozorovani; ) viATv = (VHATV)T = uH Au > 0
pro u = (v™)T £ 0. Vektor u m4 komplexné sdruzené slozky
oproti v, &ili u; =V;; b, ¢) napt. | — 21 = (=1)I = —I neni
pozitivné definitni; d) soudin hermitovskych nemusi byt ani

hermitovska, napr L2 3.0\ _ (32
NPt 5/ 0 1 6 5)



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Muize byt néjakd obdélnikovd matice pozitivné definitni?
» Jak souvisi pozitivni definitnost matic A a R7 AR
s jejich Choleského rozklady?
» Lze provést Choleského rozklad matic,
které nejsou hermitovské?
» Cim je zarutena existence matice C~1
z argumentu o spravnosti vypoCtu Choleského rozkladu?
» Pokud do rozkladu pozitivné definitni matice A = U U,
kde U je regularni, ale ne nutné trojihelnikova,
dosadime za U jeji QR-rozklad, jaké vyjadfeni dostaneme?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

A.-L. Cholesky byl geodet a kartograf.
Pred prvni svétovou valkou se podilel
na vymérovani Kréty a severni Afriky.

Choleského rozklad vyvinul pravé pro
svou geodetickou praci.

Slouzil ve francouzské armadé jako
délostrelecky distojnik a na konci prvni ~ André-Louis Cholesky
svétové valky padl v boji. 1875-1918

Kromé pozitivné definitnich jsou definovany i negativné definitni
matice, t.j. hermitovské ¥adu n spliiujici Vv € C"\ 0: vl Av < 0.
Pozitivné ¢i negativné semidefinitni matice maji v definici neostrou
nerovnost misto ostré. Zbylé hermitovské matice jsou indefinitni.

Definitnost Ize pfevést z matic i na jistad zobrazeni, na tzv. formy.



