Ortogonalni doplnék

Definice: Ortogonalni doplnék podmnoziny V prostoru U
se skaldrnim soutinem je VX ={uc U:Vv eV :u L v}.

Ukazka: -
U— R3 Vv Pozorovani:
W= vi Pokud W C V, pak W+ D V+.
Dikaz:
Vi={uecU:WweV ulv}C
{lucU:Ywe W ulw)=Wt

Pozorovani: Kazdy ortogonélni doplnék je podprostorem U.
Dikaz: u L v = (tulv) =t{ulv)=t-0=0 = (tu) Lv
uwlv = (utwlv)=(uv)+(wlv)=0 = (u+w) Lv
Pozorovani: Pro kazdy podprostor V C U plati: V N V+ = {0}.
Diikaz: Jestlize u € V N V*, pak (u|u) =0, a proto u = 0.



Doplnky prostorii uréenych realnou matici

Ukazka: 13 45 134 5
Pro redlnou matici A=126 3 0| ~---~ |00 1 =2
390159 000 O

Proto Ra = span{(1,3,4,5)7,(0,0,1,—2)"} = span{by, b},
a také ker A = span{(—13,0,2,1)",(—3,1,0,0)"} = span{c, c»}.

Véta: Pro A € R™*" libovolné u € Ry a v € ker A spliuji u | v
vzhledem ke standardnimu skalarnimu soutinu, &ili ker A = (Ra)*.

Ukazka: u = by —2by = (1,3,4,5)T —2(0,0,1,-2)" = (1,3,2,9)"
v=oc +3c=(-13,0,2,1)" +3(-3,1,0,0)" = (-22,3,2,1)"

(ulv) =1-(~22)+3-342-249-1=0

(ulv) = (b1 — 2b|c; + 3¢2) =
= (bi|c1) 4 3(b1|c2) — 2(by|c1) — 6(by|c2) =0



Doplnky prostorii uréenych realnou matici
Ukazka: 13 45 134 5
Pro redlnou matici A=(26 3 0| ~---~ [0 01 =2
390159 000 O

Proto Ra = span{(1,3,4,5)7,(0,0,1,—2)"} = span{by, b},
a také ker A = span{(—13,0,2,1)",(—3,1,0,0)"} = span{c, c»}.

Véta: Pro A € R™*" libovolné u € Ry a v € ker A spliuji u | v
vzhledem ke standardnimu skalarnimu soutinu, &ili ker A = (Ra)*.

Diitkaz: Oznaéme rank A = r. Necht ci,...,c,_, je baze ker A.
Biino, necht prvnich r ¥adki A tvo¥i bazi by, ..., b, prostoru Ra.
Pro kazdé b; a c; plati b; L c;, protoZe (b; |cJ) = (Acj); =0; = 0.

Potom libovolné vektory u = Z ajbj av = Z d;c; spliuji:
i=1 j=1

S dg) = 5 5 adibilg) -

i=1j=

<U‘V> = <,§:1 a,-b,- p=




Vlastnosti ortogonalniho doplnku

Véta: Pro prostor U se skaldrnim soucinem a konecné dimenze a
jeho podprostor V plati: (V)Y =V adim V + dim V+ = dim U.

Ukazky:

dimV 4+dimW =2+1=3=dimU

Pro homogenni soustavu Ax = 0 s matici A € R™*"
|ze vzit prostory U = R™ a V = Ra. Potom V+ = ker A
a plati dim V + dim V+ = rank A + (n — rank A) = n = dim U.



Vlastnosti ortogonalniho doplnku

Véta: Pro prostor U se skaldrnim soucinem a konecné dimenze a
jeho podprostor V plati: (V)Y =V adim V + dim V+ = dim U.

Dikaz: Zvolime néjakou ortonormalni bazi B prostoru V a
doplnime ji na ortonormalni bazi H prostoru U.
Oznatme C = H\ B, B=(by,...,by), C =(c1,..., ).

Kazdé u € span(B) = V je kolmé ke kazdému v € span C:
k ! ko1

(ulv) = ( X aibi| 32 dij) = 3 X aidi(bile) =0,
i=1 j=1 i=1j=1

protoze H je ortonormélni baze. Jinak zapsano: span C C V.

Nyni vezméme w € V* a uvazme [w]y. Baze je H ortonormalni,

a tak koeficienty w vzhledem k H jsou Fourierovy koeficienty dané
skalarnim soucinem vektoru w s prvky baze H.

Protoze w € V*, pro kazdé b; € B : (w|b;) = 0, &ili w € span C.
V dasledku plati: V- C span C a nésledng i: V+ = span C.

Nyni: dim V 4 dim V+ = |B| + |C| = |H| = dim U

a také: (V1) =span(H\ C) =spanB = V.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. lez

2. Pokud realné matice A a B spliiuji AT B = 0, potom
vzhledem ke standardnimu skaladrnimu soucinu plati:

g) Sac (Se)*™
3. Je-li V podmnozina prostoru U se skalarnim soucinem
kone&né dimenze, pak mezi V a (V1)1 plati vztah:
c) €,
4. Ortogonalni doplnék podprostoru V' nekone¢né dimenze
v prostoru U stejné nekonecné dimenze:
c) maze mit
v nékterych pfipadech konecnou a jindy i nekonecnou dimenzi.



Komentar k reseni kvizu

1. Zde pro volbu V = U dostavame V+ = U+ = {0}.

2. Je-li ATB = 0 pak: A € R™" = AT € R™™ = B € R™*P.
Jen sloupcové prostory matic mohou mit stejnou dimenzi.
Prou € Spave Sgplati: u'v = (u|v) =0 ¢&li u L v. Pak
uc (53) = 55 C (53) (Téz v e (SA)J‘ = Sg C (SA)J‘.)

3. Pro W =spanV je
Vi=wt=Vvcw=WwhHt=(vht

4. Moznost b) vylu¢uje V = U, nebot dim V+ = dim({0}) = 0.
Pro prostor funkci U na (—m, ) se standardnim skaldrnim
soucinem generovany {sin(ix),cos(jx): i,j € N} a
V = span({sin(ix): i € N}) je V* = span({cos(jx): j € N}).
Dimenze prostori U, V i V* je nekone¢na, coz vyluCuje a).



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Je-li V podprostor, kterou z inkluzi mezi V a (V1) Ize
dokazat elementarné i v prostorech nekonecnych dimenzi?
Ktery krok nelze dost dobfe provést v analogickém pokusu
o dikaz opacné inkluze?



