Ortogonalni projekce
Definice: Necht U je prostor se skaldrnim souéinem a
V je jeho podprostor s ortonormalni bazi B = (bl, .oy bp).

Zobrazeni pg : U — V definované pg(u) = <u|b>

je ortogonalni projekce U na V.

Pozorovani: Ortogonalni projekce je linearni zobrazeni.

Diikaz:

pa(tu) = - (tulby)b;
i=1 Ukazka: Uoy=pm3

=t Z:1<U|b,> P = th(u)

p(u+v) =3 (u+v|b)b,

i=1
n n
= ;<U|b,>b, + Z:1<V|b,>b,

= ps(u) + ps(v)




Ortogonalni projekce
Definice: Necht U je prostor se skaldrnim souéinem a
V je jeho podprostor s ortonormalni bazi B = (bl, .oy bp).
Zobrazeni pg : U — V definované pg(u) = <u|b>

i=1

je ortogonalni projekce U na V.

Pozorovani: Ortogonalni projekce je linearni zobrazeni.

Lemma: Necht pg je ortogonalni projekce U na V/,
potom u — pg(u) L b; pro kazdé b; € B.

Dikaz: Ukazka: AT u=R




Projekce a vzdalenost

Tvrzeni: Vektor pg(u) je vektor z V = span(B), ktery

je nejblizsi k u v tom smyslu, ze minimalizuje ||u — pg(u)||.
Dikaz: Pro v € V, v # pg(u) AWtz
vezméme z = u — pg(u), U 2= u—psu))

Protoze w € V, mame (w|z) = 0.

Nyni: [|u —v|| = [|w + Z||
=V(w+zlw+z)

Viwlw) + (w|z) + (z|w) + (2]2)

VEW|!V>V> (z|z)

2|l = [lu = pa(u)]]

v 1

Disledek: Zobrazeni pg nezavisi na volbé baze B.



Priblizné reSeni neresitelnych soustav v oborech R a C

Pozorovani: Vektor pg(u) je vektor z V = span(B), ktery
je nejblizsi k u v tom smyslu, ze minimalizuje ||u — pg(u)||.

Pokud soustava Ax = b nema feseni, tj. kdyz b ¢ Sp,

pak mizeme promitnout b do Sp a ziskat b'.

Soustava Ax = b’ m4 nyni fedeni. V disledku pozorovani

takové x minimalizuje chybu ||b — b'|| = ||b — Ax||.

To je princip tzv. metody nejmensich ctverci.

Moznosti vypocCtu:
» Ortonormalizovat bazi S a projekci b ziskat b’, nebo
» namisto Ax = b’ vyresit ekvivalentni AT Ax = ATb.

Diikaz: b’ je projekci b do Sp < b — b’ je kolmy na sloupce A
& b—b cker(AT) & AT(b—b)=0 < ATb=ATH = AT Ax



Ukazka metody nejmensich Etverci

Naleznéte rovnici roviny p v R3 ve tvaru z = px + qy + r takové,
Ze jeji poloha minimalizuje soucet svislych vzdalenosti mezi p a
body (1,4,43)7,(1,2,23)7,(3,5,23)",(3,1,2)" a (5,4,2)".
Koeficienty p, g a r jsou pribliznym feSenim soustavy s matici:
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Upravena soustava
s projekci b’ vek-
toru pravych stran
b do sloupcového
prostoru A je:

Reseni upravené soustavy dava

rovinu:p:z:—%x—i—%y—i—?). s

Regenf Ize také uréit z rovnice: !

(ATA) - (p,q,r)T = ATb, ¢ili: 2’
45 44 13 p 311 .
44 62 16 | - | g | = | 463 0
13 16 5 r 132

g W W = =
B € B )
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1|32

= =

~ (Alb)

o dané body
e upravené body
= vysledné rovina




Gramova-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (b, ..., b,) prostoru
V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).
RS b= (2127
fori=boondo 0 b= (LL0)
Ci = b - < |d> ,,,,,,,,,,,,,,,,,,
j=1 3
d = € .
end by = (1,0,0)7

Idea: Pomoci odecteni projekci nejprve zajistime kolmost,

poté skaldrnim nasobkem upravime délku — normu.



Gramova-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (b, ..., b,) prostoru
V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).
R3

fori=1...,n do

¢ =bi — < il dj)d

j=1

d = € .
end by=c¢=d
i=1:

0




Gramova-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (b, ..., b,) prostoru
V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).
R3
fori=1...,n do
i e =d b,
A
ci = bi — 3 (bj|d;)d,
j=1
= 1
di = ey € .
end d

i =

¢, = by — (by|dy)dy = (1,1,0)T — 1-(1,0,0)T = (0,1,0)7




Gramova-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (b, ..., b,) prostoru
V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).
R3 b3
fori=1...,n do
d;
[
ci=b; — < i|d;)d PVA
Jj=1 d /
d = € .
end d
i=3:

c3 = b3 — <b3|d1>d1 — (bs3|dh)dr =
= (2, 1,2)T 2-(1,0,0)" —1-(0,1,0)T = (0,0,2)"
ds = rtic3 = 1(0,0,2)T =(0,0,1)T




Gramova-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (b, ...

, b,) prostoru

V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).

fori=1...,n do

i—1

¢ =bi— 3 (bild))d;
J:

d,' = LC,‘

ITeill
end

R3

b =(2,1,2)"




Gramova-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (bs,. .., b,) prostoru
V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).
R3 b1 = C1

fori=1...,n do

ci=b;— < i|d;)d

j=1

d = €

end




Gramova-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (bs,. .., b,) prostoru
V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).
R3
fori=1...,n do
,,,,,,,,,,,, , b,
c,—b— < i|d;)d :
j=1 =dy| . i// ‘d:
s e
d = € 5
end
i=2:

¢ = by — (by|dh)dy = (1,1,0)T —1- (3,

b= tie=1032-2"



Gramova-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi

Algoritmus, ktery prevede libovolnou bazi (bs,. .., b,) prostoru
V' se skaldrnim soucinem na ortonormalni bazi (d, ..., d,).
R3
fori=1...,n do
6= b~ 3. (bld)d d| o)
Jj=1 g A
= 1 ‘ o
= T © .,
end AN bs
X
,,,,,,,,,,, “dy
i=3:
3 = b3 — (b3|dv)dy — (bs3|d>)d> =

=(1,0,0)T — 2.
1




Korektnost Gramovy-Schmidtovy ortonormalizace

fori=1,....n do
—1
1. ¢ = b; — Y (bi|ld;)d;
j=1
2. 6 = g
end

» Diky lemmatu o odecteni projekci plati pro 1.
¢; L d; pro kazdé j < i, odtud d; L d; pro j # i.
_ el — ¢

Nl —

» Diky linearité normy 2.: ||di|| = ‘

c
Tleill ”

» Diky lemmatu o vyméné: span(di,...,d;_1,b;) =
span(dy,...,di_1,¢c;) =span(dy,...,di_1,d;).

Dasledek: Je-li V' je podprostor prostoru U se skalarnim souinem,
pak kazdou ortonormalni bazi podprostoru V
Ize rozsifit na ortonormalni bazi prostoru U.



Ortonormalizace z pohledu radkovych Gprav
Pro bézi B = (b1, b2, b3) = ((2,1,2)7,(1,1,0)7,(1,0,0)") mame:

2 1 2 2 2 2 1 2

212 33 3 $3 3 3 3 3
1 2 2 1 2 2
110~ [1 10~ [l 22)n|l 2 2
2 2 1

100 100 10 0 2 2 1

Vektor b; je vzdy upraven pomoci predchozich vektoril, a tak kazda
matice Gprav je dolni trojihelnikova (nebo dokonce diagonélm’)

Napt. vztahy c3 = bz — <b3|d1>d1 — <b3|d2>d2 ad; = HC HC3 Cili
cs=Dbs dy-drad;= c3 odpovidaji maticovym soucintim:
21 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2
1 00\/3535 3 53 3 100\ /5 5 3 33 3
12 2 _ 1 2 2 1 2 2 _ 1 2 2
0 1 0ff55-35)=|3535 —5],|0L0f{5 35 —5[=[53 —3
4 4 2 4 4 2 2 2 1
1/\10 0 575 7% 00 579 7% 57573

i

Dasledek: Pro kazdou komplexni reguldrni matici A existuji dolni
trojihelnikovd matice L a unitadrni matice @ takové, ze A = LQ.
Dikaz: Dolni trojihelnikové jsou uzaviené na souciny; A s radky
z baze B je regularni; Q z vysledné ortonormalni baze je unitarni.
Véta: Kazd4 komplexni regularni A ma tzv. QR rozklad A= Q'R
s unitdrni Q' a horni trojihelnikovou R.



Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Ortogonalni projekce dvou navzajem kolmych vektor( dava
kolmé vektory: b) jen nékdy

2. lez

3. Jaka je Casova slozitost Gramovy-Schmidtovy ortonormalizace
v prostoru C" se soucinem (u|v) = v Au?

f) O(n*), g) O(n*logn), h) O(n®), i) O(n®logn),
4. D4&-li Gramova-Schmidtova ortonormalizace pro kazdé poradi
vektor(i baze B vzdy stejnou neusporadanou bazi D, pak

c) vektory B jsou vzajemné kolmé,



Komentar k reseni kvizu

1. Napt. vIR3:(1,1,0)" L (1,—1,0)". Projekci do podprostoru
{(u1,u2,0) : g, ux € R} se vektory nezméni. Projekce obou
do {(u1,0,0) : up € R} je e; a ten sdm na sebe kolmy neni.

2. Napt. pokud by | by, pak ¢ = by a i db je nasobkem b,.

3. Vypotet soutinu (b;|d;) ma slozitost O(n?), ale i (b;|d;)d;
protoze skalarni nasobek vyzaduje jen O(n) operaci navic.
Vypodlet projekce m4 slozitost O(n®), coz opakujeme nx.

Z horni meze f) vyplyvaji i g-i) podle definice O-notace.

4. Napt. v R? u vektorti {es, (0,2)"} da4 Gramova-Schmidtova
ortonormalizace vzdy standardni bazi, coz vylu€uje a,b,d).
Pokud B obsahuje vektory b } b’, potom potadi zaéinajici
b.b',... ab' b,... vedou na odli¥né ortonormalni baze.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

>

>

Jaké linedrni kombinace jsou pouzity coby predpoklad
lemmatu o vyméné v diikazu korektnosti?

Postadi jen vynechat druhy krok Gramovy-Schmidtovy
ortonormalizace, abychom dostali sadu vzajemné kolmych
vektortll, nebo jsou potfeba dalsi Gpravy algoritmu?

Ma kazda komplexni matice jednoznacny QR-rozklad?
Pokud ne, jak by bylo mozné ziskat dalsi QR-rozklady?

Pokud bychom v ukazce metody nejmensich ¢tvercii hledali
koeficienty rovnice roviny p ve tvaru px + qy + rz + s =0,

k jakym zavérim bychom dosli? (Jinymi slovy, kdybychom
hledali p, g, r,s € R, aby podminka (1,4,4%) € p odpovidala
rovnici 1p + 4q + 4%r + s =0, atd. pro ostatni body.)



Poznamky k pojmoslovi a znaceni
Ortogonalni projekce se nékdy nazyva kolm3, zvlaét v geometrii.

Horni trojihelnikova matice z QR-rozkladu se ¢asto znaéi R z angl.
“right”, nékdy téz U. Ustalené znaleni unitarni matice @ pochazi
od J. G. F. Francise (1961).1

Algoritmus ortonormalizace
je nazvan podle danského
matematika J. P. Grama
a némeckého matematika
E. Schmidta.

Princip byl vSak znam uZ o Jgrgen Pedersen

stoleti diive P. S. Laplaceovi Gram Erhard Schmidt

i A. L. Cauchymu. 1850-1916 1876 -1959
Mezi prvni uZiti metody nejmensich &tvercli pat¥i predpovéd drahy
planetky Ceres tehdy 24-letym C. F. Gaussem (1801).

1Citace: “... it is proved that the transformations can be unitary, and QR
transformation, as | have (somewhat arbitrarily) named this modification ..."




