
Kolmost

Definice: Vektory u, v z prostoru se skalárńım součinem jsou
kolmé, pokud ⟨u|v⟩ = 0. Kolmé vektory znač́ıme u ⊥ v .

Pozorováńı: Množina netriviálńıch vzájemně kolmých vektor̊u je
lineárně nezávislá.
Důkaz: Necht’ v0, . . . , vk jsou kolmé a v0 =

k∑
i=1

aivi .
Pak:
⟨v0|v0⟩ =

〈 k∑
i=1
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∣∣∣∣v0

〉
=

k∑
i=1

ai⟨vi |v0⟩ =
k∑

i=1
ai · 0 = 0 ⇒ v0 = 0

Definice: Bázi B = (b1, . . . , bn) prostoru V se skalárńım součinem
nazveme ortonormálńı, pokud plat́ı bi ⊥ bj , pro každé i ̸= j , a také
||bi || = 1 pro každé bi ∈ B.

Pozorováńı: Matice, jej́ıž sloupce tvǒŕı vektory ortonormálńı báze
Cn vzhledem ke standarńımu skalárńımu součinu splňuj́ı:
AHA = In. Matice s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı unitárńı.



Ukázka — ortonormálńı báze v R3

||b1|| =
√

2
3 · 2

3 + 1
3 · 1

3 + 2
3 · 2

3 = 1

||b2|| =
√(

− 2
3

)
·
(
− 2

3

)
+ 2

3 · 2
3 + 1

3 · 1
3 = 1

||b3|| =
√(

− 1
3

)
·
(
− 1

3

)
+
(
− 2

3

)
·
(
− 2

3

)
+ 2

3 · 2
3 = 1

1

1

1

b3 =
(
− 1

3 , − 2
3 , 2

3
)T

b2 =
(
− 2

3 , 2
3 , 1

3
)T

b1 =
( 2

3 , 1
3 , 2

3
)T

x1

x2

x3 ⟨b1|b2⟩ = 2
3 ·
(
− 2

3

)
+ 1

3 · 2
3 + 2

3 · 1
3 = 0

⟨b1|b3⟩ = 2
3 ·
(
− 1

3

)
+ 1

3 ·
(
− 2

3

)
+ 2

3 · 2
3 = 0

⟨b2|b3⟩ =
(
− 2

3

)
·
(
− 1

3

)
+ 2

3 ·
(
− 2

3

)
+ 1

3 · 2
3 = 0



Ukázky — ortonormálńı báze pro reálné funkce

Pro standardńı skalárńı součin ⟨f |g⟩ =
∫ 1

0 f (x)g(x) dx obvyklá
báze (1, x , x2) neńı ortonormálńı baźı prostoru reálných polynomů
stupně nejvýše dva na intervalu (0, 1):
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Je ťreba vźıt jinou bázi, nap̌r.(
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Ortonormálńı systém periodických funkćı
Funkce sin(ix) a cos(jx) jsou kolmé na (−π, π), pro i , j ∈ N.
⟨sin(ix)| sin(jx)⟩ =

∫ π

−π
1
2
(
cos((i − j)x) − cos((i + j)x)

)
dx =

= 1
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[ 1

i−j sin((i − j)x) − 1
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]π
−π

= 0 pro i ̸= j

⟨cos(ix)| cos(jx)⟩ =
∫ π
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⟨sin(ix)| cos(jx)⟩ =
∫ π

−π
sin(ix) cos(jx) dx = 0

Použijeme skutečnost, že sin(kπ) = 0 pro celé č́ıslo k.
V posledńım p̌ŕıpadě integrujeme lichou funkci na symetrickém intervalu.

|| sin(ix)||2 =
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. . . po normalizaci pomoćı
√

π
π bychom dostali ortonormálńı systém.

Použ́ıváme součtové vzorce:
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sin(α − β) + sin(α + β)

) sin(x) ⊥ cos(5x) sin(x) ⊥ sin(5x)



Vlastnosti ortonormálńı báze
Tvrzeńı: Necht’ B = (b1, . . . , bn) je ortonormálńı báze prostoru V .
Pro každé v ∈ V plat́ı: v = ⟨v |b1⟩b1 + · · · + ⟨v |bn⟩bn.
Koeficienty ⟨v |bi⟩ se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty.

Důkaz: v =
n∑

i=1
aibi ⇒ ⟨v |bj⟩ =

〈 n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣bj

〉
=

n∑
i=1

ai⟨bi |bj⟩ = aj

Soǔradnice vektoru v = (3, 3, 3)T vzhledem k bázi B = (b1, b2, b3) jsou:

[v ]B =
(
⟨v |b1⟩, ⟨v |b2⟩, ⟨v |b3⟩

)T = (5, 1, −1)T
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⟨v |b2⟩ = 3 ·
(
− 2

3
)

+ 3 · 2
3 + 3 · 1

3 = 1
⟨v |b3⟩ = 3 ·

(
− 1

3
)

+ 3 ·
(
− 2

3
)

+ 3 · 2
3 = −1 1

1

1

b3 =
(
− 1

3 , − 2
3 , 2

3
)T
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Zkouška: 5 · b1 + 1 · b2 + (−1) · b3 =
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3
)T = (3, 3, 3)T = v

Věta: Necht’ B je ortonormálńı báze prostoru V se skalárńım
součinem. Pro každé u, v ∈ V plat́ı: ⟨u|v⟩ = [v ]HB[u]B.

Důkaz: V́ıme, že: u =
n∑

i=1
⟨u|bi⟩vi a v =

n∑
j=1

⟨v |bj⟩vj .
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Lineárńı zobrazeńı, která zachovávaj́ı skalárńı součin

Definice: Lineárńı zobrazeńı f mezi prostory V a W je isometrie,
zachovává-li skalárńı součin, tj. ∀u, v ∈ V : ⟨u|v⟩ = ⟨f (u)|f (v)⟩.

Ukázka: Identita zachovává vektory, tedy i skalárńı součin.
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Věta: Lineárńı zobrazeńı mezi prostory V a W je isometrie,
právě když zachovává p̌ŕıslušnou normu: ∀u ∈ V : ||u|| = ||f (u)||.

Důkaz: Protože norma záviśı na skalárńım součinu, máme ⇒.
Pro ⇐ porovnejme:

||u + tv ||2 = ||u||2 + t⟨v |u⟩ + t⟨u|v⟩ + tt||v ||2

= = =

||f (u + tv)||2 = ||f (u)||2 + t⟨f (v)|f (u)⟩ + t⟨f (u)|f (v)⟩ + tt||f (v)||2

pro t = 1 máme: ⟨v |u⟩ + ⟨u|v⟩ = ⟨f (v)|f (u)⟩ + ⟨f (u)|f (v)⟩
pro t = i máme: ⟨v |u⟩ − ⟨u|v⟩ = ⟨f (v)|f (u)⟩ − ⟨f (u)|f (v)⟩

⇒ ⟨u|v⟩ = ⟨f (u)|f (v)⟩



Lineárńı zobrazeńı, která zachovávaj́ı skalárńı součin
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Ukázka: Osová souměrnost zachovává skalárńı součin.
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Pro ⇐ porovnejme:

||u + tv ||2 = ||u||2 + t⟨v |u⟩ + t⟨u|v⟩ + tt||v ||2

= = =

||f (u + tv)||2 = ||f (u)||2 + t⟨f (v)|f (u)⟩ + t⟨f (u)|f (v)⟩ + tt||f (v)||2
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pro t = i máme: ⟨v |u⟩ − ⟨u|v⟩ = ⟨f (v)|f (u)⟩ − ⟨f (u)|f (v)⟩

⇒ ⟨u|v⟩ = ⟨f (u)|f (v)⟩



Maticová charakterizace bijektivńıch isometríı
Věta: Necht’ V a W jsou prostory se skalárńım součinem konečné
dimenze a B, C jsou jejich ortonormálńı báze. Lineárńı zobrazeńı
f : V → W je bijektivńı isometrie, právě když [f ]B,C je unitárńı.

Ukázka:

e1

e2
b1 =

(
1
2 ,

√
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√
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√
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√
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√
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=
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(
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√
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Všimněte si, že součin unitárńıch matic je unitárńı.

Důkaz: Lineárńı bijekce implikuje regularitu [f ]B,C a naopak.
Protože B je ortonormálńı: ⟨u|v⟩ = [v ]HB[u]B
Protože C je ortonormálńı: ⟨f (u)|f (v)⟩ = [f (v)]HC [f (u)]C

= [v ]HB[f ]HB,C [f ]B,C [u]B

Všimněte si, že maticová rovnost xTy = xTAy plat́ı pro všechny
vhodné vektory x a y pouze v p̌ŕıpadě, je-li A jednotková matice.

V našem p̌ŕıpadě je f isometrie pokud
[v ]HB[u]B = [v ]HB[f ]HB,C [f ]B,C [u]B plat́ı pro všechna u a v ,
což plat́ı právě když [f ]HB,C [f ]B,C = I, neboli je-li [f ]B,C unitárńı.
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Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež? Je-li V prostor se skalárńım součinem,

pak nulový vektor 0 ∈ V je kolmý ke všem vektor̊um z V .
2. Která z následuj́ıćıch pravidel jsou pravdivá?

a) (u = 0 ∨ v = 0) ⇒ ⟨u|v⟩ = 0
b) ⟨u|v⟩ = 0 ⇒ (u = 0 ∨ v = 0)
c) ⟨u|v⟩ = 0 ⇒ (u = 0 ∧ v = 0)

3. Inverzńı matice k unitárńı matici A je
a) A b) A−1 c) A2 d) AT e) AH f) nemuśı existovat

4. Pravda nebo lež? Transpozice řádk̊u unitárńı matice
A ∈ Cn×n tvǒŕı také ortonormálńı bázi Cn.

5. Ortonormálńı bázi prostoru Cn tvǒŕı sloupce libovolné matice
A ∈ Cn×n, která je: a) jednotková b) čtvercová
c) regulárńı d) permutačńı e) symetrická f) unitárńı



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Z definice ⟨0|u⟩ = ⟨0u|u⟩ = 0⟨u|u⟩ = 0
2. Vektory ortonormálńı báze vylučuj́ı možnosti b, c).
3. b, e) z definice; f) unitárńı jsou z definice regulárńı;

a, c, d) protip̌ŕıkladem je nap̌r.

 1√
3

1+i√
3

1−i√
3 − 1√

3

.

4. Unitárńı matice jsou uzav̌rené na transpozici:
(AT)HAT = (AH)TAT = (AAH)T = I,
protože z p̌redpokladu AHA = I plyne i AAH = I

5. a, d, f) z definice; protip̌ŕıkladem pro b, c, e) je nap̌r.
(

1 0
0 2

)
.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jak lze provést výpočet soǔradnic v̊uči bázi, jej́ıž vektory
jsou vzájemné kolmé, ale nemusej́ı ḿıt jednotkovou délku?
(Taková báze se někdy nazývá ortogonálńı.)

▶ Jakými způsoby lze určit vektor soǔradnic v aritmetickém
vektorovém prostoru, je li dána (obyčejná) báze a je-li dána
ortonormálńı báze? Jaká je složitost těchto výpočt̊u?

▶ Může pro libovolnou konečnou bázi prostoru nad C existovat
skalárńı součin takový, že v̊uči němu je tato báze
ortonormálńı? Pokud ano, byl by takový skalárńı součin určen
jednoznačně nebo by jich mohlo být i v́ıc?

▶ Jaká je souvislost mezi kolmost́ı a kompreśı obrázk̊u ve
formátu jpeg?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Kolmé vektory sv́ıraj́ı v geometrii pravý úhel,
neboli jsou vzájemně ortogonálńı (doslova ”pravoúhlé“).

Pozor, terḿın ortogonálńı matice označuje reálné matice A, které
splňuj́ı ATA = In. Jinými slovy, sloupce A tvǒŕı ortonormálńı bázi
prostoru Rn vzhledem ke standardńımu skalárńımu součinu.


