Kolmost — ortogonalita

Definice: Vektory u, v z prostoru se skalarnim soucinem jsou
kolmé, pokud (u|v) = 0. Kolmé vektory znatime u L v.

Ukazky: Pro standardni skalarni soucin na R":

» Nenulové vektory v euklidovském prostoru R" brané
jako uUsecky vychézejici z pocatku sviraji pravy lhel,
¢ili jsou na sebe kolmé i v geometrickém smyslu:

0 = (u|v) = [|u||||v|[cosp < cosp=0 & =7
> Kazdé reseni homogenni soustavy Ax = 0 je kolmé
na kazdy vektor z radkového prostoru Ra matice A.

Pozorovani: Mnozina netrividlnich vzajemné kolmych vektor( je
linedrné nezavisla.
k
Dikaz: Necht vy, ..., vk jsou kolmé a vp = > ajv;.
i=1
Pak:

K K K
(volwo) = < > aivi Vo> = > aivilvo) => ai-0=0=v=0




Ortonormalni baze

Definice: Bazi B = {by,..., by} prostoru V se skalarnim soucinem
nazveme ortonormalni bazi, pokud plati:

» b; L bj pro kazdé dva riizné vektory b;, b; € B,

» ||bi|| =1 pro kazdé b; € B.
Pozorovani: Matice se sloupci tvorenymi ortonormélni bazi C” vici
standardnimu skalarnimu soucinu spliuje A9A = 1,,, tj. je unitarni.
o Ukazka: ortonormélni baze prostoru R3

vici standardnimu skaldrnimu soucinu

- (-3)+1-3+54=0

Th= LR msli= /(- 5)(-3) + (-3




Ukazky — ortonormalni baze pro realné funkce

Pro standardni skalarni souéin (f|g) = fol f(x)g(x)dx obvykla
baze (1, x, x?) neni ortonormalni bazi prostoru realnych polynomd
stupné nejvyse dva na intervalu (0, 1):

1=\ 1dx = VR = 1 |
HXH:\/IOIX'XdX:\/[%Xﬂ;:?#l
|‘X2H:\/f01X2'X2dX:\/|:%X5](1):§#1 0,64




Je tfeba vzit jinou bazi, napt.

(1,V/3(2x — 1),v/5(6x% — 6x +1)):

1] = /o 1-1dx = VIF = 1

V3(2x — DIl =/ f; 3(4x2 — 4x + 1) dx =
= \/3[%x372x2+x}; =1

[V/5(6x2 — 6x + 1)|| =
= /3 5(36x* — 72x3 4 48x2 — 12x + 1) dx =
= /5[20x5 — 18x* 4 16x3 — 6x2 + x|, = 1

(1V3(2x — 1)) = [ V3(2x — 1) dx = V3[x2 —x]§ = 0
(1[V/5(6x% — 6x + 1)) = [5 V/5(6x% — 6x + 1) dx =
=V5[2x3 = 3x2+x]§ =0
(V3(2x — 1)|v/5(6x% — 6x + 1)) =
- fol V15(12x3 — 18x% + 8x — 1) dx =
= V15[3x* — 6x3 +4x2 — x]§ =0




Ortonormalni systém periodickych funkci

Funkce sin(ix) a cos(jx) jsou kolmé na (—m,7), pro i,j € N.
(sin(' )| sin(jx)) = [7_ 3 (cos((i — j)x) — cos((i + j)x)) dx =
=z [— sin((i — j)x) — % sin((i Jrj)x)]:r =0 pro i # j
(cos(/x cos(jx)) = [ %(cos — j)x) + cos((i + j)x)) dx =
= [— sin((i —j)x) + 7= sm((l +j)x)]:r =0 pro i #j
(sin(ix)| cos(jx)) = [7_ sm(/x) cos(jx)dx =0

Pouzijeme skute¢nost, Ze sin(km) = 0 pro celé ¢&islo k.
V poslednim pt¥ipadé integrujeme lichou funkci na symetrickém intervalu.

[Isin(ix)[|? = /", 3(1 = cos(2ix)) dx = 3 [x — £ sin(2ix)]" =
|| cos(ix)|[> = 7 3(1+ cos(2ix)) dx = 3 [x + % sin(2ix)]” =
.. po normalizaci pomoci % bychom dostali ortonormalni systém.

Pouzivdme souctové vzorce:

sinasin 3 = 3 (cos(a — ) — cos(a+ 3))
cosavcos 3 = 3 (cos(a— ) +cos(a+3))
sinacos 3 = 1 (sin(a— B) +sin(a + )

sin(x) L cos(5X) sin(x) L sin(5x)



Vlastnosti ortonormalni baze
Tvrzeni: Necht B = (by, ..., b,) je ortonormalni baze prostoru V.
Pro kazdé v € V plati: v = (v|by)by + - - - + (v|b,)b,
Koeficienty (v|b;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

Diikaz: v = En: aibi = (v|b;) = < > aib; > Z ai(bi|bj) = a;

i=1

Soutadnice vektoru v = (3,3,3)" vzhledem k bazi B = (b, by, bs) jsou:
s = (w02, (vlba) (vIbs) )= GL-0T
(v] >_3 243.1+43.2=

Wb =3 (-3) 433 +3-1 =1
(vlbs) =3-(=3)+3-(-3)+3-3=-1 . '
Zkougka: 5- b, +1-by + (—1)- b3 =
=5 +1~<f%,%~é>T+(—1>~(%%%)T:(as,s) -



Vlastnosti ortonormalni baze
Tvrzeni: Necht B = (by, ..., b,) je ortonormalni baze prostoru V.
Pro kazdé v € V plati: v = (v|b1)b; + - - - + (v|b,)b,

Koeficienty (v|b;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

Diikaz: v = En: aibi = (v|b;) = < > aib; > Z ai(bi|bj) = a;

i=1

Véta: Necht B je ortonormalni baze prostoru V' se skalarnim
soucinem. Pro kazdé u, v € V plati: (u|v) = [v]%[u]s.

Diikaz: Vime, ze: u = 3 (u|b;)b; a v =3 (v|b;)b;

i=1 j=1
Pakc (ulv) = ( 3% (uib)bi| 33 (vIby)by) =

= 3 3 (ulb) VB (by1by) = 3 (ulby) (v]br) = [v]R[u]s

1:1]:1 i=1

n




Linearni zobrazeni, kterd zachovavaji skalarni soucin

Definice: Linearni zobrazeni f mezi prostory V a W je isometrie,
zachovava-li skalarni soucin, tj. Vu,v € V : (u|v) = (f(u)|f(v)).

Ukazka: Identita zachovava vektory, tedy i skalarni soucin.

.
eh b1= (%, ?)
[id]g e = <
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Linearni zobrazeni, kterd zachovavaji skalarni soucin
Definice: Linearni zobrazeni f mezi prostory V a W je isometrie,

zachovava-li skalarni soucin, tj. Vu,v € V : (u|v) = (f(u)|f(v)).

Ukazka: Osova soumérnost zachovava skalarni soudin.

e2“




Linearni zobrazeni, kterd zachovavaji skalarni soucin

Definice: Linearni zobrazeni f mezi prostory V a W je isometrie,
zachovava-li skalarni soucin, tj. Vu,v € V : (u|v) = (f(u)|f(v)).

Véta: Linedrni zobrazeni mezi prostory V a W je isometrie,
pravé kdyz zachovava ptislusnou normu: Vu € V : ||u|| =

fu)]].
Diikaz: Protoze norma zavisi na skalarnim soucinu, mame =.
Pro < porovnejme:
lu+tvl? = Jul? + tvlu) +
I I
1 (u+ tv)[[>=[|F(u)]]? + t{F(v)|f(u)) +
pro t =1 mame: (v|u) + (u|v)
pro t =i mame: (v|u) — (u|v)
)

= (ulv) = {f(u)[f(v)

Hulv)  + tTHHVIIZ
Ef(u)|f(v)) + tE]|f(v)[]?

|
(F()|f(u)) + (F(u)|f(v))
(F(V)[f(u)) = (F(u)|f(v))



Maticova charakterizace bijektivnich isometrii

Véta: Necht V a W jsou prostory se skalarnim soucinem kone&né
dimenze a B, C jsou jejich ortonormalni baze. Linearni zobrazeni
f:V — W je bijektivni isometrie, pravé kdyz [f]g c je unitarni.

Ukazka:

0]
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—

‘ = [fle.elidls.e

Vsimnéte si, ze soucin unitarnich matic je unitarni.



Maticova charakterizace bijektivnich isometrii

Véta: Necht V a W jsou prostory se skalarnim soucinem kone&né
dimenze a B, C jsou jejich ortonormalni baze. Linearni zobrazeni
f: V. — W je bijektivni isometrie, pravé kdyz [f]|g ¢ je unitarni.

Diikaz: Linearni bijekce implikuje regularitu [f]g c a naopak.
Protoze B je ortonormalni: (u|v) = [v]H[u]ps
Protoze C je ortonormalni: (f(u)|f(v)) = [f(v)]{[f(u)]c

= [VI&[f]5,c[fls.cluls
Vimnéte si, e maticova rovnost x'y = x" Ay plati pro véechny
vhodné vektory x a y pouze v pripadé, je-li A jednotkovd matice.
V nasem pfipadé je f isometrie pokud
[vIRluls = [VIRIFIZ c[f]s.c[uls plati pro viechna u a v,

coz plati pravé kdyz [f]g7c[f]57C = |, neboli je-li [f]g ¢ unitarni.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

Pravda Je-li V prostor se skalarnim soucinem,
pak nulovy vektor 0 € V je kolmy ke vSem vektoriim z V.

Kterad z nasledujicich pravidel jsou pravdiva?
a) (u=0Vvv=0)= (ulv)=0

Inverzni matice k unitarni matici A je

b) A-! e) AH
Pravda Transpozice radkl unitarni matice
A € C"™" tvofi také ortonormalni bazi C".

Ortonormalni bazi prostoru C" tvofi sloupce libovolné matice
A € C™" kterd je: a) jednotkova
d) permutaéni f) unitarni



Komentar k reseni kvizu

1. Z definice (0|u) = (Ou|u) = 0(u|u) =
2. Vektory ortonormalni baze vylu€uji moznosti b, c).

3. b, e) z definice; ) unitarni jsou z definice regularni;

1 1+4i
a, ¢, d) protipfikladem je napf. (fé ‘/51 )
V3 V3
4. Unitadrni matice jsou uzaviené na transpozici:
(AT)HAT (AH)TAT (AAH) |,
protoze z predpokladu AHA =1 plyne i AA" =1

5. a, d, f) z definice; protiptikladem pro b, c, €) je nap¥. <(1) g)



Otazky k porozuméni tématu prednasky

> Jak Ize provést vypoclet souradnic vici bazi, jejiz vektory
jsou vzajemné kolmé, ale nemuseji mit jednotkovou délku?
(Takova baze se nékdy nazyva )

> Jakymi zplisoby Ize urcit vektor soufadnic v aritmetickém
vektorovém prostoru, je li dana (obycejna) baze a je-li dana
ortonormalni baze? Jaka je sloZitost téchto vypocti?

» Mize pro libovolnou kone¢nou bazi prostoru nad C existovat
skalarni soucin takovy, ze vi¢i nému je tato baze
ortonormalni? Pokud ano, byl by takovy skalarni soucin uréen
jednoznacéné nebo by jich mohlo byt i vic?

> Jaka je souvislost mezi kolmosti a kompresi obrazkd ve
forméatu jpeg?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Kolmé vektory sviraji v geometrii pravy Ghel,
neboli jsou vzajemné ortogonalni (doslova ,pravodhlé").

Pozor, termin ortogonalni matice oznacuje redlné matice A, které
spliiuji ATA = 1,,. Jinymi slovy, sloupce A tvo¥i ortonormalni bazi
prostoru R" vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.



