Jordanova normalni forma

Ukazka: Matice (é 1) neni diagonalizovatelnd v Zzddném oboru.

Dikaz: M4 pouze jedno vlastni ¢islo 1 algebraické nasobnosti 2,
a tak jedina diagonalni matice, jiz by mohla byt podobna je jen I5.

1
Ovsem pro kazdou regularni R plati: R71LR = I, # (é 1)-



Jordanova normalni forma

. . 11 . . Ly
Ukazka: Matice o 1] Men diagonalizovatelnad v zadném oboru.
: Al
Definice: Jordaniiv blok je \
Ctvercova matice ve tvaru J\ = 1
A
Véta: Kazda Ctvercova komplexni I
matice A je podobna blokové matici J =
v takzvané Jordanové normalni formé Iy,

Kazdy Jordaniv blok Jy, odpovida vlastnimu &islu A; matice A.
Vice Jordanovych blokd (i riznych velikosti) mize odpovidat A;.

Fakt: Pro kazdé X je pocet bloki a jejich velikosti jednoznacné
uréeny A. Jordanova normalni forma A je proto jedine¢na az na
poradi Jordanovych blok{i na diagonéle.

Pozorovani: Diagonalizovatelnd A ma Jordanovy bloky 1 x 1.



Zobecnéné vlastni vektory
Vime, ze je-li A diagonalizovatelnd, tj. AR = RD,
pak sloupce R tvori vlastni vektory A.
Co lze Fici o maticich, které nejsou diagonalizovatelné?

Tvrzeni: Necht AR = RJ,.
Oznatime-li i-ty sloupec R jako v;, pak spliiuje (A — Al)'v; = 0.
Dikaz:

A 1
RJ) A 1
A

Vi Vo ... v,,‘/\vl vit+Avo ... Vo1 + Ay,
AV1 = )\Vl = (A )\|)V1 =0
A =vi+ v, = (A-Awn=v; = (A-A)2n =0
Avi =vi_1 + v :> (A=A, =vi1 = (A- )\l)iV; =
Av,=vp1+Av, = (A=A)v,=v,1 = (A=A)"v,=0



Zobecnéné vlastni vektory
Vime, ze je-li A diagonalizovatelnd, tj. AR = RD,
pak sloupce R tvori vlastni vektory A.
Co lze Fici o maticich, které nejsou diagonalizovatelné?
Tvrzeni: Necht AR = RJ,.
Oznadime-li i-ty sloupec R jako v;, pak spliiuje (A — Al)'v; = 0.
Definice: Zobecnény vlastni vektor matice A k vlastnimu Cislu \ je
libovolny vektor v spliiujici (A — Al)'v = 0 pro néjaké i € N.
Lze je fadit do retézci vy, ..., v, vi,0, kde (A — Al)v; = v;_;.
Totéz pro linearni zobrazeni f odpovida vyrazu f(v;) — Av; = v;_1.
V jiné notaci: v € ker((A — Al)/), resp. v € ker((f — \id)")
Véta: (ekvivalentni formulace véty o Jordanové normalni formé)

Je-li f:V — V lineadrni a V je kone¢né dimenze nad C, pak ma
bazi B z fetézcl zobecnénych vlastnich vektorii zobrazeni f.

Poznamka: Plati i nad T, maji-li vlastni Cisla v souctu algebraickou
ndsobnost dim V/, t.j. Ize-li pjs, ,(x) rozlozit na linedrni Cleny.



Ukazka

-1 7 -5
Matice A= | —2 7 —4 ] je podobna matici v Jordanové
13-l 210
normalnim tvaru se dvéma bloky |0 2 0 |, protoze
0 01
-1 7 -5 3 21 3 2 1 0
AR=|-2 7 -4 2 21 2 2 2 0| =RJ
-1 3 -1 1 1 1 1 1 0 1

1)(2
1| (o
1) \o
)
)

(3,2,1)" je vlastni vektor pro 2, ¢&ili (A —215)(3,2,1)"T =0 a
(1,1,1)" je vlastni vektor pro 1, ¢&ili (A —113)(1,1,1)T = 0.

Prostfedni sloupec matice R ovsem splnuje
A-(2,2,D)T=(3,2,1)T+2-(2,2,1)7 =
(A—-213)-(2,2,1)T =(3,2,1)T =
(A—213)%-(2,2,1)T = (A—-215)-(3,2,1)T = 0.

)



Diikaz véty — 1. Cast
Indukci podle dim V. Pro kazdé vlastni Cislo \ zavedeme zobrazeni
g\ : V — V predpisem g)(u) = f(u) — \u. Zobrazeni gy jsou
linearni, protoze zachovavaji souCty i skalarni nasobky.
Zafixujme libovolné vlastni &islo A a oznatme W = g, (V) C V.
Z linearity gy dostavame, ze W je podprostor V.
Dale dim W < dim V protoze vlastni vektor v pro \ splnuje
gx(v) = f(v) — Av =0, &ili dim(ker g)) > 1 a z definice W plati
dim V = dim(g\(V)) + dim(ker gy) = dim W + dim(ker g)).
Zobrazeni f Ize zzit na W, nebot pro g\(u) € W mame
flex(u)) = f(f(u) — Av) = F(f(u)) — Af(u) = gx(f(u)) e W.
Dle indukéniho predpokladu pro f a W mé podprostor W bazi C
z Yetézcl zobecnénych vlastnich vektor(i zobrazeni f.




Ukazka k 1. éasti dikazu

17 -5

Pro [fle.e = <Ezv—4> a\=2méme [g]ee = (:Sézi)_

13-1 -13-3

Protoze [g]g g ~~ éz:; , je dim(ker g») = 1, coz odpovida

geometrické nasobnosti vlastniho &isla 2. Bazi ker g» tvori napr.
vlastni vektor (3,2,1)". Dostdvame dim W =3 — 1 = 2.
Vsimnéme si, ze W Nker g» # (). Tento prinik ma dimenzi 1.

Indukci ziskame Yetézce tvorici bazi C podprostoru W:
prvni je (3,2,1)7 pro A = 2 a druhy je (1,1,1)" pro A = 1.
(Oba maji délku jedna, &ili obsahuji ,pravé” vlastni vektory.)



Diikaz véty — 2. Cast
Oznaéme d = dim(ker g)) a d’ = dim(ker(gy\) N W)

Bazi C rozdélime do r Yetézcl délek ki, ..., k, tak, ze prvnich
prisludi \ a zbyvajici p¥islusi ostatnim vlastnim &islam X, ... N7
1 1 1
Ck1 ......... C2 Cl 0
2 2 2
Ckg e C2 C]. 0
d d’
Chy o i
/ 8/ g/ ! g/
;I +1 A . A Cif +1 A 0
d/+1
Cr g)\/“‘/ o g)\/uA/ Cr g)\/.“/ O
ky 1

Retézce obsahuji prvky z W, a tak kaZdy z prvnich d’ Yetdzci Ize
prodlouZit o bj, , € V, &ili gx(b), ,,) = ¢} proie{l,...,d"}.

Vektory cf, ..., cldl tvori bazi prostoru ker(gy) N W.
Doplnime je o vektory b{“, cel b1r+d*d/ na bazi ker(g)).

Vektory b/ .. b9~ yytvo¥i d — d’ novych Fetézcii délky 1.



Tim jsme dostali fetézce:

1 1 1
bj, 1 Ciy %)
d’ d’
bkd/+1 de/
’ 8\/ g\
Cg +1 SM L 2
d/
P gyleet gyleet
Ckr e

V nasi ukazce:

(2,2,1)" (3,2,1)T =0
(1,1,1)7 &

Z4dné b nemame, protoze d =d =1

K bazi C jsme pridali d = dim(ker gy) vektori,

d'+1
&1

ot

r+1
bl

r+d—d’
bl

celkem jich je stejné jako je dimenze prostoru V.

g\
2N

8/t
SN

0

0

Ukazeme-li, Ze jsou nezavislé, Ize za hIedanou bazi B prostoru V
br+d d/

vzit vektory f,..., ¢, b ... b L b{TL



ker g
b{+1

r+d—d’
bl

Necht plati: 3 ajc/ + > a) , bj 1+ al"'b{"" = 0. Dostavame

ij T _ ) o

0 = g.\(0) = gy (Z aici + Y bl + Y a{+'b{+') =Y aic].
iJ i i ij

Z linearni nezavislosti

. 5 roi<d. =k
vektorii ¢f ..., ¢} ki1 pro 1 p dlvj. j k:
j a; ro i i
mame nutné o =0 = j+t ) P - "J !
(A" = A)a; prod <i<rj=k

kde \* # X odpovida

* i i / . . )
i-tému Yetézci (A"~ )\)af +aj prod <i<rj<k

Pro i < d’ totiz pIatl':.g,\(b;'(fﬂ) = Cliw, a g,\(cjf') = f}lv a déle .
pro i > d' plati: g\(cl) = f(c) — Ac] = X*¢c] — Ae] = (\* — N,
pFitemz pro j > 1 navic plati: gx(cj) = f(c]) — A¢j =

f(c))=Nc/+ (X =X)c] = gr+(c]) + (A = N)¢f = ¢]_; +(\* = N)¢].



ker g
br+1

r+d—d’
bl

Necht plati: 3 ajc/ + > a) , bj 1+ al"'b{"" = 0. Dostavame

ij T _ ) o

0 = g.\(0) = gy (Z aici + Y bl + Y a{+'b{+') =Y aic].
iJ i i ij

Z linearni nezavislosti

. 5 o< d, = ke
vektorii ¢f ..., ¢} ki1 p l b d/,J. k,
4 x i a; ro; < < k;
mame nutné o = 0 = j+t , P / "J X
(A" = A)a; pro d' <i<r,j=ki

% s
li(—(ti:Zr’;\u ?etéziidpowda (A =XNaj+aj, prod <i<rj<k
Prvni pripad dava: Vi : a};fﬂ =0, druhy: Vi < d',Vj > 1: aj’: =0a
dali dva: Vd' < i < r,Vj: aj = 0. V kombinaci pak zbyvaji jen
koeficienty al pro i < d’ a i > r, ale ty jsou také nulové, protoze
prisludné vektory ci, ..., cd" b+t .. bt~ tvo¥i bazi ker gy.



Vypocet retézcii odpovidajicich A

Znaceni: Zobrazeni g/’{ =g\084)\0"" 08 ... odpovidd matici
Postup: ix i (A=A
5%
e
Vi Viel o Vi V2 v 0
v/ V5 v 0
Vi
Ry R,'+1 Ri R» R

» Urcime posloupnost prostord Vi C Vo C -+ C Vi, kde
Vi = ker(g}) a k = min{i : ker(g}) = ker(gi™)}.
» Polozime Rx41 = () a pro i od k po 1:
» spoditdme mnozinu gy (Rit1)
. prodlouZime jiz zapocaté retézce
» a rozsitime ji o vektory z V; \ Vi_1 na linedrné nezévislou
mnozinu R; velikosti dim V; — dim V;_;
... doplnime do R; zacatky novych fetézcli
Jordanove bufice velikosti i odpovida Fetézec, co zacina vektorem
vi € Ri \ g\(Rit1) a pokraluje jeho obrazy v;_j = gi(vi) € Ri_;.



Ukazka

-2-36 2 —-3-2-8
-2 0 4 0 —-1-1-4
0 1. 1 0 3 —-1-1
A=1]2 2 —4 0 4 1 4
1 0 -20 1 1 2
—2-34 1 -4 1 -5
2 3 —4-15 0 5

Charakteristicky polynom:
pa(x) = x” — 6x5 + 15x5 — 20x* + 15x3 — 6x% + x = x(x — 1)°
Vlastni &isla jsou A1 =0 a Ay = 1.

ProtoZze ma \; algebraickou nasobnost 1, ma i geometrickou
nasobnost 1 a odpovida Jordanové bunce velikosti 1.

& (0,0,1,1,0,0,1)7 —0

Vlastnimu &slu \; ptisludi vlastni vektor v; = (0,0,1,1,0,0,1)".



Ukazka

5\ (001,1,001)T  —>0

T — . y :

7 e I W o
Vs Vi

-3 -3 6 2 -3 -2 -8

i —2 -1 4 0 -1 -1 —4
Matice 01 0 0 3 —1 -1

B=A—- )l; = 2 2 —4 -1 4 1

1 0 -2 0 O

1
m3a hodnost 5. -2 -3 4 1 —4 0
2 3 —4 —1 5 0

dmV; =7—-5=2.
Vlastnimu Cislu \p =1
proto odpovidaji dvé
Jordanovy bunky,
neboli dva fetézce.

Pro urCeni délek fetézcill je treba spocitat dimenze V5, Vs, ...
rank(B?) = 3 = dim \, = 4 = oba Fetézce maji délku alespori 2,
rank(B3) = 2 = dim V3 = 5 = jeden ma délku 2 a druhy 4.
(Lze ovéFit, Ze rank(B*) = rank(B®) =1 = V4 = Vs dimenze 6.)

Jordaniiv normdlni tvar je J =

coocooocoo

cocoococoo+~o

cocoocor+~O

coorrROO

OO OOO

oO~oo0o0o0o
-~ O0O0O0O0Oo



Ukazka — vypocet zobecnénych vlastnich vektord

-2V (0,0,1,1,0,0,1)" —0
((1,0,0,0,0,0,07F(=3,-2,0,2,1,—2,2)"}(4,1,1, -2, -1,0, —1)T (2,0,1,0,0,0,0)T] 0
V4 Vs (0,0,0,3,~1,—4,2)" —(1,-3,-1,-3,0,-3,0)5 0

Va Vi

V4 mé bazi napt. ((1,0,0,0,0,0,0)",(0,1,0,0,0,0,1)",(0,0,1,0,0,0,0)",
(0,0,0,1,0,0,0)",(0,0,0,0,1,0,2)",(0,0,0,0,0,1, —1)").

Zvolime nap¥. v, = (1,0,0,0,0,0,0)" € V4 \ V3, potom

vi =g\, (vs) = Bv,=(-3,-2,0,21,-2,2)T € V3 a

vh =g, (V) =Bvy=(4,1,1,-2,-1,0,-1)T € V,.

Zvolime vektor v} € V5 \ Vi linedrné nezavisly na v}

(pozdg&ji ukdzeme jak), napt. v4 = (0,0,0,3, ~1, —4,2)".

Nyni v = gy,(v4) = BV} = (—2,0,-1,0,0,0,0)" € \;

av] =g, (V)=Bv)=(1,-3,-1,-3,0,-3,0)" € v.
Hledana regularni matice R pro AR = RJ je

0 -2 4 -3 1 1 0

L frR R
R=|wvivi vy vjv v/ V[|= T
I O R 00 0 20 3

10 -1 2 0 0 2



Ukéazka — volba v/

Spotitame bazi Vs, neboli prostoru ker(B?).
4 4 -8 -2 6 2 10

1 2 —2-1 3 0 3
1 -1 -2 0 —22 3 10-200 1 2

BP=| -2-54 2 81 -5|~~ (010 02-1-1 = ker(B?) =
-1 -2 2 1 —-30 -3 00 0 11 -1 -3
00 0 0 00 0
-1 -3 2 1 —-51 =2

= span{(—2,0,-1,0,0,0,0)",(0,2,0,1,-1,0,0)", (1, -1,0,—1,0, —1,0)", (2, —1,0, —3,0,0, —=1)" }

Vektory baze po fadcich vlozime do matice a pfevedeme ji do odst. tvaru.

-2 0 -1 0 0 0 O 000 -2 —5 1
0 2 0 1 -1 0 0 00-12 1| _ .
1 -1 0 -1 0 -1 0 |~ 030 4 10 —2)| ™
2 -1 0 -3 0 0 -1 003 —1 —4 2

Totéz provedeme pro prostor V4, k jehoz bazi pfidame vJ.
~3-3 6 2 -3 -2 -8

o oo

-2 -1 4 0 -1 —1 —4 10-200 1 0
o 1 0 0 3 -1 -1 01 0 00-10
B = 2 2 —4 -1 4 1 4 ~~ 00 0 10 -10 =
1 0 -2 0 0 1 2 00 0 01 0 O
-2 -3 4 1 -4 0 -5 00 0 00 0 1

2 3 —4 -1 5 0 4
ker(B) = span{(2,0, —1,0,0,0,0)", (1, —1,0, 1,0, —1,0)" }

—-20-1 0 0 0 O 00 -3 -1 -1 —1
020 1 —-10 0 ~~ |0 00 -1 2 —1|=M
4 11 -2 —-10 -1 00 6 2 2 2

Radek z My s pivotem v jiném sloupci, nez My, je V4.



Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Kolik riiznych Jordanovych tvarti ma matice A € C8*8

se dvéma rlznymi vlastnimi Cisly algebraické nasobnosti 4,

kde jedno ma geometrickou nasobnost 3 a druhé 17
i) 12,

2. lez

3. Kazda komplexni ¢tvercovd matice A je podobna
b) AT,
4. Zobecnéné vlastni vektory pouzité p¥i prevodu matice do
Jordanova normalniho tvaru jsou linedrné nezavislé: a) vzdy,



Komentar k reseni kvizu

1. Pocty blokli udavaji geometrické nasobnosti. Z nich jsou dva
, vz 4 °
shodné. Tyto 4 bloky Ize usporadat (27171) = 12 zplisoby.
2. Geometrickad nasobnost urcuje pocet blokd nikoli jejich
nasobnost. Protipfikladem jsou matice se dvéma bloky a tymz
vlastnim cislem, kde velikosti v jedné jsou 1,3 a v druhé 2, 2.

3. U transpozice staci ukazat, Ze libovolny Jordaniv blok je
podobny své transpozici, coz plyne z geometrické ndsobnosti.
Ostatni operace méni vlastni &isla na =X\, A\, A~ a A\?, resp.

4. Zobecnéné vlastni vektory tvori sloupce matic pouzitych
v prevodu do Jordanova normalniho tvaru. Tyto matice jsou
reguldrni, a proto jsou jejich sloupce vzdy linedrné nezavislé.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» ProC véta plati pro vychozi pfipad indukce, Cili pro prostory
dimenze 17

> Ve kterych pfipadech je prazdna mnozina {bj ,,.....b{

akdy {b/*Y .. b7
> Za jakych okolnosti selze postup, ve kterém bychom retézce
budovali z druhé strany? Tj. nejprve bychom zvolili bazi
ker(gy) a poté vybirali ze vzor( téchto vektoril v zobrazeni g.
P> Které vlastnosti komplexnich Cisel byly v diikazu vyuZity?
Za jakych dodate¢nych predpokladli by véta platila i nad
obecnymi télesy?



