
Jordanova normálńı forma

Ukázka: Matice
(

1 1
0 1

)
neńı diagonalizovatelná v žádném oboru.

Důkaz: Má pouze jedno vlastńı č́ıslo 1 algebraické násobnosti 2,
a tak jediná diagonálńı matice, j́ıž by mohla být podobná je jen I2.

Ovšem pro každou regulárńı R plat́ı: R−1I2R = I2 ̸=
(

1 1
0 1

)
.

Definice: Jordan̊uv blok je
čtvercová matice ve tvaru
(prázdná ḿısta vyplňuj́ı nuly)

Jλ =


λ 1 0 0
0 λ

. . . 0... . . . . . . 1
0 · · · 0 λ


Věta: Každá čtvercová komplexńı
matice A je podobná blokové matici
v takzvané Jordanově normálńı formě

J =

Jλ1
. . .

Jλk


Každý Jordanův blok Jλi odpov́ıdá vlastńımu č́ıslu λi matice A.
V́ıce Jordanových blok̊u (i r̊uzných velikost́ı) může odpov́ıdat λi .
Fakt: Pro každé λ je počet blok̊u a jejich velikosti jednoznačně
určeny A. Jordanova normálńı forma A je proto jedinečná až na
pǒrad́ı Jordanových blok̊u na diagonále.
Pozorováńı: Diagonalizovatelná A má Jordanovy bloky 1 × 1.
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Zobecněné vlastńı vektory
V́ıme, že je-li A diagonalizovatelná, tj. AR = RD,

pak sloupce R tvǒŕı vlastńı vektory A.
Co lze ř́ıci o matićıch, které nejsou diagonalizovatelné?

Tvrzeńı: Necht’ AR = RJλ.
Označ́ıme-li i-tý sloupec R jako vi , pak splňuje (A − λI)ivi = 0.
Důkaz:

λ 1
RJλ λ . . . 1

λ

v1 v2 . . . vn λv1 v1 + λv2 . . . vn−1 + λvn

Av1 = λv1 ⇒ (A − λI)v1 = 0
Av2 = v1 + λv2 ⇒ (A − λI)v2 = v1 ⇒ (A − λI)2v2 = 0...
Avi = vi−1 + λvi ⇒ (A − λI)vi = vi−1 ⇒ (A − λI)ivi = 0...
Avn = vn−1 + λvn ⇒ (A − λI)vn = vn−1 ⇒ (A − λI)nvn = 0

Definice: Zobecněný vlastńı vektor matice A k vlastńımu č́ıslu λ je
libovolný vektor v splňuj́ıćı (A − λI)iv = 0 pro nějaké i ∈ N.
Lze je řadit do řetězc̊u vk , . . . , v2, v1, 0, kde (A − λI)vi = vi−1.
Totéž pro lineárńı zobrazeńı f odpov́ıdá výrazu f (vi) − λvi = vi−1.
V jiné notaci: v ∈ ker((A − λI)i), resp. v ∈ ker((f − λ id)i)
Věta: (ekvivalentńı formulace věty o Jordanově normálńı formě)
Je-li f : V → V lineárńı a V je konečné dimenze nad C, pak má
bázi B z řetězc̊u zobecněných vlastńıch vektor̊u zobrazeńı f .
Poznámka: Plat́ı i nad T , maj́ı-li vlastńı č́ısla v součtu algebraickou
násobnost dim V , t.j. lze-li p[f ]B,B (x) rozložit na lineárńı členy.
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Lze je řadit do řetězc̊u vk , . . . , v2, v1, 0, kde (A − λI)vi = vi−1.
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Ukázka

Matice A =

−1 7 −5
−2 7 −4
−1 3 −1

 je podobná matici v Jordanově

normálńım tvaru se dvěma bloky

2 1 0
0 2 0
0 0 1

, protože

AR =

−1 7 −5
−2 7 −4
−1 3 −1

3 2 1
2 2 1
1 1 1

 =

3 2 1
2 2 1
1 1 1

2 1 0
0 2 0
0 0 1

 = RJ

(3, 2, 1)T je vlastńı vektor pro 2, čili (A − 2I3)(3, 2, 1)T = 0 a
(1, 1, 1)T je vlastńı vektor pro 1, čili (A − 1I3)(1, 1, 1)T = 0.

Prosťredńı sloupec matice R ovšem splňuje
A · (2, 2, 1)T = (3, 2, 1)T + 2 · (2, 2, 1)T ⇒
(A − 2I3) · (2, 2, 1)T = (3, 2, 1)T ⇒
(A − 2I3)2 · (2, 2, 1)T = (A − 2I3) · (3, 2, 1)T = 0.



Důkaz věty — 1. část
Indukćı podle dim V . Pro každé vlastńı č́ıslo λ zavedeme zobrazeńı
gλ : V → V p̌redpisem gλ(u) = f (u) − λu. Zobrazeńı gλ jsou
lineárńı, protože zachovávaj́ı součty i skalárńı násobky.
Zafixujme libovolné vlastńı č́ıslo λ a označme W = gλ(V ) ⊆ V .
Z linearity gλ dostáváme, že W je podprostor V .
Dále dim W < dim V protože vlastńı vektor v pro λ splňuje
gλ(v) = f (v) − λv = 0, čili dim(ker gλ) ≥ 1 a z definice W plat́ı
dim V = dim(gλ(V )) + dim(ker gλ) = dim W + dim(ker gλ).
Zobrazeńı f lze zúžit na W , nebot’ pro gλ(u) ∈ W máme
f (gλ(u)) = f (f (u) − λv) = f (f (u)) − λf (u) = gλ(f (u)) ∈ W .
Dle indukčńıho p̌redpokladu pro f a W má podprostor W bázi C
z řetězc̊u zobecněných vlastńıch vektor̊u zobrazeńı f .

Vf gλker gλ

u → f (u) − λu
f

C
WW

C v
00



Ukázka k 1. části důkazu

Vf gλker gλ

u → f (u) − λu
f

C
WW

C v
00

Pro [f ]E ,E =
(

−1 7 −5
−2 7 −4
−1 3 −1

)
a λ = 2 máme [g2]E ,E =

(
−3 7 −5
−2 5 −4
−1 3 −3

)
.

Protože [g2]E ,E ∼∼
(

1 0 −3
0 1 −2
0 0 0

)
, je dim(ker g2) = 1, což odpov́ıdá

geometrické násobnosti vlastńıho č́ısla 2. Bázi ker g2 tvǒŕı nap̌r.
vlastńı vektor (3, 2, 1)T. Dostáváme dim W = 3 − 1 = 2.
Všimněme si, že W ∩ ker g2 ̸= ∅. Tento pr̊unik má dimenzi 1.
Indukćı źıskáme řetězce tvǒŕıćı bázi C podprostoru W :
prvńı je (3, 2, 1)T pro λ = 2 a druhý je (1, 1, 1)T pro λ = 1.
(Oba maj́ı délku jedna, čili obsahuj́ı ”pravé“ vlastńı vektory.)



Důkaz věty — 2. část
Označme d = dim(ker gλ) a d ′ = dim(ker(gλ) ∩ W )
Bázi C rozděĺıme do r řetězc̊u délek k1, . . . , kr tak, že prvńıch d ′

p̌ŕısluš́ı λ a zbývaj́ıćı p̌ŕısluš́ı ostatńım vlastńım č́ısl̊um λ′, . . . , λ′···′:

c1
k1

gλ−→ · · · · · · · · · gλ−→ c1
2

gλ−→ c1
1

gλ−→ 0
c2

k2

gλ−→ · · · gλ−→ c2
2

gλ−→ c2
1

gλ−→ 0...
cd ′

kd′

gλ−→ · · · gλ−→ cd ′
1

gλ−→ 0
cd ′+1

kd′+1

gλ′−−→ · · · gλ′−−→ cd ′+1
1

gλ′−−→ 0...
c r

kr

gλ′···′−−−→ · · · gλ′···′−−−→ c r
1

gλ′···′−−−→ 0
Řetězce obsahuj́ı prvky z W , a tak každý z prvńıch d ′ řetězc̊u lze
prodloužit o bi

ki +1 ∈ V , čili gλ(bi
ki +1) = c i

ki
pro i ∈ {1, . . . , d ′}.

Vektory c1
1 , . . . , cd ′

1 tvǒŕı bázi prostoru ker(gλ) ∩ W .
Doplńıme je o vektory br+1

1 , . . . , br+d−d ′

1 na bázi ker(gλ).
Vektory br+1

1 , . . . , br+d−d ′

1 vytvǒŕı d − d ′ nových řetězc̊u délky 1.



T́ım jsme dostali řetězce:

b1
k1+1

gλ−→ c1
k1

gλ−→ · · · gλ−→ c1
2

gλ−→ c1
1

gλ−→ 0...
bd ′

kd′ +1
gλ−→ cd ′

kd′

gλ−→ · · · gλ−→ cd ′
1

gλ−→ 0
cd ′+1

kd′+1

gλ′−−→ · · · gλ′−−→ cd ′+1
1

gλ′−−→ 0...
c r

kr

gλ′···′−−−→ · · · gλ′···′−−−→ c r
1

gλ′···′−−−→ 0
br+1

1
gλ−→ 0...

br+d−d ′

1
gλ−→ 0

V naš́ı ukázce:
(2, 2, 1)T g2−→ (3, 2, 1)T g2−→ 0

(1, 1, 1)T g1−→ 0
Žádné br+i

1 nemáme, protože d = d ′ = 1.

K bázi C jsme p̌ridali d = dim(ker gλ) vektor̊u,
celkem jich je stejně jako je dimenze prostoru V .

Ukážeme-li, že jsou nezávislé, lze za hledanou bázi B prostoru V
vźıt vektory c1

1 , . . . , c r
kr

, b1
k1+1, . . . , bd ′

kd′ +1, br+1
1 , . . . , br+d−d ′

1 .



V Wf gλ

ker gλ

u → f (u) − λu

f

c r
kr

br+1
1

bd′

kd′ +1

c1
k1

c r
1

c1
1

cd′

kd′ cd′

1 br+d−d′

1

b1
k1+1 ...

...

...

W

c r
kr

c1
1c1

k1

c r
1

...

...
C

Necht’ plat́ı:
∑
i ,j

ai
jc i

j +
∑
i

ai
ki +1bi

ki +1 +
∑
i

ar+i
1 br+i

1 = 0. Dostáváme

0 = gλ(0) = gλ

(∑
i ,j

ai
jc i

j +
∑
i

ai
ki +1bi

ki +1 +
∑
i

ar+i
1 br+i

1

)
=
∑
i ,j

αi
jc i

j .

Z lineárńı nezávislosti
vektor̊u c1

1 , . . . , c r
kr

máme nutně αi
j = 0 =


ai

ki +1 pro i ≤ d ′, j = ki

ai
j+1 pro i ≤ d ′, j < ki

(λ∗ − λ)ai
j pro d ′ < i ≤ r , j = ki

(λ∗ − λ)ai
j + ai

j+1 pro d ′ < i ≤ r , j < ki
kde λ∗ ̸= λ odpov́ıdá
i-tému řetězci
Pro i ≤ d ′ totiž plat́ı: gλ(bi

ki +1) = c i
ki

a gλ(c i
j ) = c i

j−1, a dále
pro i > d ′ plat́ı: gλ(c i

1) = f (c i
1) − λc i

1 = λ∗c i
1 − λc i

1 = (λ∗ − λ)c i
1,

p̌ričemž pro j > 1 nav́ıc plat́ı: gλ(c i
j ) = f (c i

j ) − λc i
j =

f (c i
j )−λ∗c i

j +(λ∗−λ)c i
j = gλ∗(c i

j )+(λ∗−λ)c i
j = c i

j−1+(λ∗−λ)c i
j .

Prvńı p̌ŕıpad dává: ∀i : ai
ki +1 = 0, druhý: ∀i ≤ d ′, ∀j > 1 : ai

j = 0 a
daľśı dva: ∀d ′ < i ≤ r , ∀j : ai

j = 0. V kombinaci pak zbývaj́ı jen
koeficienty ai

1 pro i ≤ d ′ a i > r , ale ty jsou také nulové, protože
p̌ŕıslušné vektory c1

1 , . . . , cd ′
1 , br+1, . . . , br+d−d ′ tvǒŕı bázi ker gλ.
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ai

ki +1 pro i ≤ d ′, j = ki

ai
j+1 pro i ≤ d ′, j < ki

(λ∗ − λ)ai
j pro d ′ < i ≤ r , j = ki

(λ∗ − λ)ai
j + ai

j+1 pro d ′ < i ≤ r , j < ki
kde λ∗ ̸= λ odpov́ıdá
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j = 0 a

daľśı dva: ∀d ′ < i ≤ r , ∀j : ai
j = 0. V kombinaci pak zbývaj́ı jen

koeficienty ai
1 pro i ≤ d ′ a i > r , ale ty jsou také nulové, protože

p̌ŕıslušné vektory c1
1 , . . . , cd ′

1 , br+1, . . . , br+d−d ′ tvǒŕı bázi ker gλ.



Výpočet řetězc̊u odpov́ıdaj́ıćıch λ
Značeńı: Zobrazeńı g i

λ = gλ ◦ gλ ◦ · · · ◦ gλ︸ ︷︷ ︸
i×

. . . odpov́ıdá matici
(A − λI)i

Postup:

v ′
1 0v ′

2

vi+1

v ′
i

gλ

vk v1 0v2vi

R1R2RiRi+1Rk

g i
λ

V1V2ViVi+1Vk Vi−1

▶ Urč́ıme posloupnost prostor̊u V1 ⊊ V2 ⊊ · · · ⊊ Vk , kde
Vi = ker(g i

λ) a k = min{i : ker(g i
λ) = ker(g i+1

λ )}.
▶ Polož́ıme Rk+1 = ∅ a pro i od k po 1:

▶ spoč́ıtáme množinu gλ(Ri+1)
. . . prodlouž́ıme již započaté řetězce

▶ a rozš́ı̌ŕıme ji o vektory z Vi \ Vi−1 na lineárně nezávislou
množinu Ri velikosti dim Vi − dim Vi−1

. . . doplńıme do Ri začátky nových řetězc̊u
Jordanově buňce velikosti i odpov́ıdá řetězec, co zač́ıná vektorem
vi ∈ Ri \ gλ(Ri+1) a pokračuje jeho obrazy vi−j = g j

λ(vi) ∈ Ri−j .



Ukázka

A =



−2 −3 6 2 −3 −2 −8
−2 0 4 0 −1 −1 −4
0 1 1 0 3 −1 −1
2 2 −4 0 4 1 4
1 0 −2 0 1 1 2

−2 −3 4 1 −4 1 −5
2 3 −4 −1 5 0 5


Charakteristický polynom:
pA(x) = x7 − 6x6 + 15x5 − 20x4 + 15x3 − 6x2 + x = x(x − 1)6

Vlastńı č́ısla jsou λ1 = 0 a λ2 = 1.

Protože má λ1 algebraickou násobnost 1, má i geometrickou
násobnost 1 a odpov́ıdá Jordanově buňce velikosti 1.

(0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)T 0gλ1

Vlastńımu č́ıslu λ1 p̌ŕısluš́ı vlastńı vektor v1 = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)T.



Ukázka
(0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)T

0
0

0

V1V2

V3V4

gλ1gλ2

v ′
4 v ′

3 v ′
2 v ′

1

v ′′
2 v ′′

1

Matice
B = A − λ2I7 =
má hodnost 5.


−3 −3 6 2 −3 −2 −8
−2 −1 4 0 −1 −1 −4
0 1 0 0 3 −1 −1
2 2 −4 −1 4 1 4
1 0 −2 0 0 1 2

−2 −3 4 1 −4 0 −5
2 3 −4 −1 5 0 4


dim V1 = 7 − 5 = 2.
Vlastńımu č́ıslu λ2 = 1
proto odpov́ıdaj́ı dvě
Jordanovy buňky,
neboli dva řetězce.

Pro určeńı délek řetězc̊u je ťreba spoč́ıtat dimenze V2, V3, . . .
rank(B2) = 3 ⇒ dim V2 = 4 ⇒ oba řetězce maj́ı délku alespoň 2,
rank(B3) = 2 ⇒ dim V3 = 5 ⇒ jeden má délku 2 a druhý 4.
(Lze ově̌rit, že rank(B4) = rank(B5) = 1 ⇒ V4 = V5 dimenze 6.)

Jordanův normálńı tvar je J =


0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1





Ukázka — výpočet zobecněných vlastńıch vektor̊u
(0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)T

(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T (−3, −2, 0, 2, 1, −2, 2)T (4, 1, 1, −2, −1, 0, −1)T (−2, 0, −1, 0, 0, 0, 0)T

(0, 0, 0, 3, −1, −4, 2)T (1, −3, −1, −3, 0, −3, 0)T

0
0

0

V1V2

V3V4

gλ1gλ2

V4 má bázi nap̌r. ((1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T, (0, 1, 0, 0, 0, 0, 1)T, (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)T,

(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)T, (0, 0, 0, 0, 1, 0, 2)T, (0, 0, 0, 0, 0, 1, −1)T).
Zvoĺıme nap̌r. v ′

4 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T ∈ V4 \ V3, potom
v ′

3 = gλ2(v ′
4) = Bv ′

4 = (−3, −2, 0, 2, 1, −2, 2)T ∈ V3 a
v ′

2 = gλ2(v ′
3) = Bv ′

3 = (4, 1, 1, −2, −1, 0, −1)T ∈ V2.
Zvoĺıme vektor v ′′

2 ∈ V2 \ V1 lineárně nezávislý na v ′
2

(později ukážeme jak), nap̌r. v ′′
2 = (0, 0, 0, 3, −1, −4, 2)T.

Nyńı v ′
1 = gλ2(v ′

2) = Bv ′
2 = (−2, 0, −1, 0, 0, 0, 0)T ∈ V1

a v ′′
1 = gλ2(v ′′

2 ) = Bv ′′
2 = (1, −3, −1, −3, 0, −3, 0)T ∈ V1.

Hledaná regulárńı matice R pro AR = RJ je

R =

 | | | | | | |
v1 v ′

1 v ′
2 v ′

3 v ′
4 v ′′

1 v ′′
2

| | | | | | |

 =


0 −2 4 −3 1 1 0
0 0 1 −2 0 −3 0
1 −1 1 0 0 −1 0
1 0 −2 2 0 −3 3
0 0 −1 1 0 0 −1
0 0 0 −2 0 −3 −4
1 0 −1 2 0 0 2





Ukázka — volba v ′′
2

Spoč́ıtáme bázi V2, neboli prostoru ker(B2).

B2 =


4 4 −8 −2 6 2 10
1 2 −2 −1 3 0 3
1 −1 −2 0 −2 2 3

−2 −5 4 2 −8 1 −5
−1 −2 2 1 −3 0 −3
0 0 0 0 0 0 0

−1 −3 2 1 −5 1 −2

 ∼∼

(
1 0 −2 0 0 1 2
0 1 0 0 2 −1 −1
0 0 0 1 1 −1 −3

)
⇒ ker(B2) =

= span{(−2, 0, −1, 0, 0, 0, 0)T, (0, 2, 0, 1, −1, 0, 0)T, (1, −1, 0, −1, 0, −1, 0)T, (2, −1, 0, −3, 0, 0, −1)T}

Vektory báze po řádćıch vlož́ıme do matice a p̌revedeme ji do odst. tvaru.(
−2 0 −1 0 0 0 0
0 2 0 1 −1 0 0
1 −1 0 −1 0 −1 0
2 −1 0 −3 0 0 −1

)
∼∼

(
3 0 0 0 −2 −5 1
0 3 0 0 −1 2 −1
0 0 3 0 4 10 −2
0 0 0 3 −1 −4 2

)
= M1

Totéž provedeme pro prostor V1, k jehož bázi p̌ridáme v ′
2.

B =


−3 −3 6 2 −3 −2 −8
−2 −1 4 0 −1 −1 −4
0 1 0 0 3 −1 −1
2 2 −4 −1 4 1 4
1 0 −2 0 0 1 2

−2 −3 4 1 −4 0 −5
2 3 −4 −1 5 0 4

 ∼∼

1 0 −2 0 0 1 0
0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1

 ⇒

ker(B) = span{(2, 0, −1, 0, 0, 0, 0)T, (1, −1, 0, −1, 0, −1, 0)T}(
−2 0 −1 0 0 0 0
0 2 0 1 −1 0 0
4 1 1 −2 −1 0 −1

)
∼∼

(
3 0 0 −3 −1 −1 −1
0 3 0 0 −1 2 −1
0 0 3 6 2 2 2

)
= M2

Řádek z M1 s pivotem v jiném sloupci, než kde jsou pivoty z M2, je v ′′
2 .



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Kolik r̊uzných Jordanových tvar̊u má matice A ∈ C8×8

se dvěma r̊uznými vlastńımi č́ısly algebraické násobnosti 4,
kde jedno má geometrickou násobnost 3 a druhé 1?
a) 1, b) 2, c) 3, d) 4, e) 6, f) 8, g) 9, h) 10, i) 12, j) 24.

2. Pravda nebo lež? Plat́ı-li pro A, B ∈ Cn×n, že pA(x) = pB(x)
a každé vlastńı č́ıslo má v obou matićıch stejnou geometrickou
násobnost, pak si jsou matice A a B podobné.

3. Každá komplexńı čtvercová matice A je podobná
a) −A, b) AT, c) AH, d) A−1, e) A2.

4. Zobecněné vlastńı vektory použité p̌ri p̌revodu matice do
Jordanova normálńıho tvaru jsou lineárně nezávislé: a) vždy,
b) jen když p̌ŕısluš́ı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um,
c) jen když p̌ŕısluš́ı r̊uzným Jordanovým buňkám.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Počty blok̊u udávaj́ı geometrické násobnosti. Z nich jsou dva
shodné. Tyto 4 bloky lze uspǒrádat

( 4
2,1,1

)
= 12 způsoby.

2. Geometrická násobnost určuje počet blok̊u nikoli jejich
násobnost. Protip̌ŕıkladem jsou matice se dvěma bloky a týmž
vlastńım č́ıslem, kde velikosti v jedné jsou 1, 3 a v druhé 2, 2.

3. U transpozice stač́ı ukázat, že libovolný Jordanův blok je
podobný své transpozici, což plyne z geometrické násobnosti.
Ostatńı operace měńı vlastńı č́ısla na −λ, λ, λ−1 a λ2, resp.

4. Zobecněné vlastńı vektory tvǒŕı sloupce matic použitých
v p̌revodu do Jordanova normálńıho tvaru. Tyto matice jsou
regulárńı, a proto jsou jejich sloupce vždy lineárně nezávislé.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Proč věta plat́ı pro výchoźı p̌ŕıpad indukce, čili pro prostory
dimenze 1?

▶ Ve kterých p̌ŕıpadech je prázdná množina {b1
k1+1, . . . , bd ′

kd′ +1}
a kdy {br+1

1 , . . . , br+d−d ′

1 }?
▶ Za jakých okolnost́ı selže postup, ve kterém bychom řetězce

budovali z druhé strany? Tj. nejprve bychom zvolili bázi
ker(gλ) a poté vyb́ırali ze vzor̊u těchto vektor̊u v zobrazeńı gλ.

▶ Které vlastnosti komplexńıch č́ısel byly v důkazu využity?
Za jakých dodatečných p̌redpokladů by věta platila i nad
obecnými tělesy?


