Specialni komplexni matice
Znaceni: Komplexné sdruzené Cislo k z = a+ bi € C je Z = a— bi.
Definice: Hermitovska transpozice komplexni matice A € C™*" je
matice A" € C™™ kde (AY); = ;.
Definice: Matice A je hermitovska, pokud A = AM.
Definice: Matice A je unitarni, pokud A1 = AH.
Ukazky: redlnd — R komplexni — C
transpozice A — AT Hermitovska transpozice A — AH
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Vlastnosti

Pozorovani: Hermitovské matice maji redlnou diagonalu:
Pokud a;; = 3j;, pak a; € R.

Pozorovani: (A" = A, (AB)H = BHAM.
Pozorovéni: Jestlize je A unitarni, pak A" je také unitarni:
(AH)H — A= (A—l)—l — (AH)—l

Pozorovani: Souéin unitarnich matic je unitarni:
Pokud A" = A= a B" = B!, pak
(AB)H = BH"A" = B~ 1A-1 = (AB)!

Pozorovani: Unitarni A spliuje: ATA = 1. \ |
T.j. pokud vq,vs,..., v, jsou sloupce A, A=|vi|...|v,
pakv,-ij:0proi7éjav,-Hv,~:1. \ |

Fakt: Kazdy v € C" takovy, ze vilv=1 | Dikaz
Ize doplnit na unitarni matici. | o pozdéji.




Diagonalizace hermitovskych matic

Véta: Kazda hermitovska matice A ma vSechna vlastni Cisla redlna.
Navic existuje unitarni matice R takova, ¢ R"1AR je diagonalni.
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Vlastni Cisla A jsou \; =3 a A =0.

Ukazka: Diagonalizace hermitovské matice A = ( L 1+ I).
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slozena z vlastnlch vektord je: 7 7

R-1_ pH _ \f 1*; (Tato R je dokonce inverzni
f \1/ sama k sobé&: R~! = R\)
Diagonalizace probiha podle soudinu: R"'AR = ((3; 8)

Pokud obratime poradi vlastnich Cisel A\; = 0, Ap = 3, dostaneme:
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Diagonalizace hermitovskych matic
Véta: Kazda hermitovska matice A ma vSechna vlastni Cisla realna.

Navic existuje unitarni matice R takova, ¢ R"1AR je diagonalni.
Dikaz: Indukci podle n. Véta plati pro n = 1. Ozna¢me A, = A.

V télese C ma matice A, vlastni &islo A\ s vlastnim vektorem v.

Hy = 1.

. . 1 . v .
Upravime v nasobkem N abychom dostali v spliujici v
Doplnime (vizte fakt dfive) v na unitarni matici P,.
PI'A,P, je hermitovskd: (PHA,P,)H = PHAH(PIWH = Pl A,P,.
Protoze A,v = Av, matice A,P, ma \v jako prvni sloupec.

Protoze P, je unitarni, prvni sloupec P,';'A,,P,, je P,':'A,,v =
PH(A,v) = P (\v) = APHv = X\(1,0,...,0)T = (\,0,...,0)T.
PHA,P, je hermitovskd = )\ € R a zbytek prvniho ¥adku je 0.
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Proto PHA,P, = , kde A,_1 je hermitovska.
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Dle indukéniho predpokladu pro A,_1 uréime unitarni matici R,,_1,
ze Rn__llA,,_l R,_1 je diagonalni matice D,_;.

1| of
Polozime R, = P, - . Soudin unitarnich matic je unitarni.
0 Rn—l
Nyni staci ovérit:
1| 0" 1| o"

R-1A,R,= RHA,R, = o |- PHA,P,-
0 Rnfl 0 Rn—l

1] of A of 1] of Al of
0|R" | ]0]|A,1||0|R1| |O]| D,

Véta: Kazda redlna symetricka matice A ma vSechna vlastni Cisla
redlna a existuje ortogonalni R takova, 26 R"1AR je diagonalni.

Podle stejného diikazu, jen je tfeba najit redlny vlastni vektor v.
Takovy v existuje, protoze soustava (A — Al)v = 0 m4 vsechny
koeficienty redlné. Pro v' v = 1 pak hleddme ortogonélni P,.



Ukazka diagonalizace podle dikazu

Déana A = Qirl:) - Nejprve uréime pa,(x) = x3 —5x? +6x.
2 =5 ==t T
3 3 P vl v
21-1) 2 2 Vlastnimu &islu A = 2 prislusi (1, %, 1) :
3 3 3 s 1 o\T
—g+i % % Znormalizujeme jej na v = (§ '3 §> )
Vektor v % —% —3 o P} A3P3 =
oplnime 3= 13 3 —3 i _
L, > 7, hermitovskou: = 0 1 1+i
na unitarni: 3 3 3 0l1 — 2
Podle indukéniho predpokladu pro A, existuji Ry a D, takové, Ze:
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Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

Kazda permutacni matice je:
c) ortogonalni, d) unitarni.

Mnozina hermitovskych matic je uzavfena na: a) scitani,
b) odé&itani, c) nasobky, e) transpozice, f) inverze.
Mnozina unitarnich matic je uzaviena na:

d) soudiny, e) transpozice, f) inverze.
Kazda hermitovska matice ma vSechna vlastni Cisla:
b) komplexni (ne nutné ryze), d) takova,
ze u kazdého se algebraickd a geometricka nasobnost shoduji.
Pravda Kazdé linearni zobrazeni v euklidovském
prostoru se symetrickou matici Ize diagonalizovat vhodnym
natolenim os soufadnicového systému (v¢. soumérnosti).



Komentar k reseni kvizu

1. Permutadni jsou realné. Matice pro (2,3, 1) neni symetricka.
Prvek (ATA); je soudin transpozice i-tého sloupce A s j-tym.
Ridzné sloupce permutacni A maji 1 v rliznych fadcich.

2. a-e) Ukaze se stejné jako pro symetrické matice, napt.
(A+BHH=A" 1B =A+B, f) (A HH=(A")1=A"1.

3. a,b) Napf. I =1, ) napf. 2, d) viz pozorovani,

e) (A1) = (A")T = (AH)T = (AT)~".
f) podobng (A~1)H = (AH)~1 = (A-1)~L.

4. a,c) Napt. nulovd matice 025 Fadu 2; b) R C C,

d) matice je diagonalizovatelnd < nasobnosti se shoduji.

5. V pristich lekcich si ukdzeme, Ze je-li matice pfechodu
ortogonalni, je novéa baze ortonormalni. Tyto |ze ziskat
z plvodni baze pomoci rotace a pripadné i soumérnosti.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» ProC véta plati pro vychozi pfipad matematické indukce Cili
pro matice radu 17

1
. ° VHV v
Kde je tato vlastnost v diikazu vyuzita?

» ProC upraveny vektor u = v spliuje uftu = 17
» Které pravidlo pro soucin blokovych matic
bylo v diikazu vyuzito?
> Ve kterém kroku dikazu diagonalizace symetrickych
redlnych matic je tfeba vyuzit komplexni ¢isla?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Hermitovska transpozice se nékdy nazyva , matice hermitovsky
sdruZens". Kromé& AH se znadi také A*, AT ba dokonce i AT,
ovsem posledni symbol znadi také Mooreovu-Penroseovu inverzi.

Hermitovskd matice se nékdy nazyva , samosdruzend”, coz souvisi
s komplexné sdruzenou matici A definovanou vztahem (A); = aj.

Zapis hermitovské matice A jako sou¢in RDR" s unitarni R a
diagonalni D se nazyvé spektralni rozklad matice A.
Podobné Ize provést i spektralni rozklad redlné symetrické A.



