
Speciálńı komplexńı matice
Značeńı: Komplexně sdružené č́ıslo k z = a + bi ∈ C je z = a − bi.
Definice: Hermitovská transpozice komplexńı matice A ∈ Cm×n je
matice AH ∈ Cn×m kde (AH)ij = aji .
Definice: Matice A je hermitovská, pokud A = AH.
Definice: Matice A je unitárńı, pokud A−1 = AH.
Ukázky: reálná — R komplexńı — C
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Vlastnosti
Pozorováńı: Hermitovské matice maj́ı reálnou diagonálu:
Pokud aii = aii , pak aii ∈ R.

Pozorováńı: (AH)H = A, (AB)H = BHAH.

Pozorováńı: Jestliže je A unitárńı, pak AH je také unitárńı:
(AH)H = A = (A−1)−1 = (AH)−1

Pozorováńı: Součin unitárńıch matic je unitárńı:
Pokud AH = A−1 a BH = B−1, pak
(AB)H = BHAH = B−1A−1 = (AB)−1.

Pozorováńı: Unitárńı A splňuje: AHA = I.
T.j. pokud v1, v2, . . . , vn jsou sloupce A,
pak vH

i vj = 0 pro i ̸= j a vH
i vi = 1.
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Fakt: Každý v ∈ Cn takový, že vHv = 1
lze doplnit na unitárńı matici.

|
v . . .
|

Důkaz
později.



Diagonalizace hermitovských matic
Věta: Každá hermitovská matice A má všechna vlastńı č́ısla reálná.
Nav́ıc existuje unitárńı matice R taková, že R−1AR je diagonálńı.

Ukázka: Diagonalizace hermitovské matice A =
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∣∣∣∣∣ = (1 − t)(2 − t) − (1 − i)(1 + i) = t2 − 3t
Vlastńı č́ısla A jsou λ1 = 3 a λ2 = 0.

Odpov́ıdaj́ıćı unitárńı matice
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(Tato R je dokonce inverzńı
sama k sobě: R−1 = R.)

Diagonalizace prob́ıhá podle součinu: R−1AR =
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Důkaz: Indukćı podle n. Věta plat́ı pro n = 1. Označme An = A.
V tělese C má matice An vlastńı č́ıslo λ s vlastńım vektorem v .
Uprav́ıme v násobkem 1√

vHv
, abychom dostali v splňuj́ıćı vHv = 1.

Doplńıme (vizte fakt ďŕıve) v na unitárńı matici Pn.
PH

n AnPn je hermitovská: (PH
n AnPn)H = PH

n AH
n (PH

n )H = PH
n AnPn.

Protože Anv = λv , matice AnPn má λv jako prvńı sloupec.
Protože Pn je unitárńı, prvńı sloupec PH

n AnPn je PH
n Anv =

PH
n (Anv) = PH

n (λv) = λPH
n v = λ(1, 0, . . . , 0)T = (λ, 0, . . . , 0)T.

PH
n AnPn je hermitovská ⇒ λ ∈ R a zbytek prvńıho řádku je 0T.

Proto PH
n AnPn =

λ 0T

0 An−1
, kde An−1 je hermitovská.



Diagonalizace hermitovských matic
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Dle indukčńıho p̌redpokladu pro An−1 urč́ıme unitárńı matici Rn−1,
že R−1

n−1An−1Rn−1 je diagonálńı matice Dn−1.

Polož́ıme Rn = Pn ·
1 0T

0 Rn−1
. Součin unitárńıch matic je unitárńı.

Nyńı stač́ı ově̌rit:
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Věta: Každá reálná symetrická matice A má všechna vlastńı č́ısla
reálná a existuje ortogonálńı R taková, že R−1AR je diagonálńı.

Podle stejného důkazu, jen je ťreba naj́ıt reálný vlastńı vektor v .
Takový v existuje, protože soustava (A − λI)v = 0 má všechny
koeficienty reálné. Pro vTv = 1 pak hledáme ortogonálńı Pn.



Ukázka diagonalizace podle důkazu
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Nejprve urč́ıme pA3(x) = x3 − 5x2 + 6x .

Vlastńımu č́ıslu λ = 2 p̌ŕısluš́ı
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Podle indukčńıho p̌redpokladu pro A2 existuj́ı R2 a D2 takové, že:
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Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Každá permutačńı matice je: a) symetrická,

b) hermitovská, c) ortogonálńı, d) unitárńı.
2. Množina hermitovských matic je uzav̌rena na: a) sč́ıtáńı,

b) odč́ıtáńı, c) násobky, d) součiny, e) transpozice, f) inverze.
3. Množina unitárńıch matic je uzav̌rena na: a) sč́ıtáńı,

b) odč́ıtáńı, c) násobky, d) součiny, e) transpozice, f) inverze.
4. Každá hermitovská matice má všechna vlastńı č́ısla: a) r̊uzná,

b) komplexńı (ne nutně ryze), c) nenulová, d) taková,
že u každého se algebraická a geometrická násobnost shoduj́ı.

5. Pravda nebo lež? Každé lineárńı zobrazeńı v euklidovském
prostoru se symetrickou matićı lze diagonalizovat vhodným
natočeńım os soǔradnicového systému (vč. souměrnosti).



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Permutačńı jsou reálné. Matice pro (2, 3, 1) neńı symetrická.
Prvek (ATA)ij je součin transpozice i-tého sloupce A s j-tým.
Různé sloupce permutačńı A maj́ı 1 v r̊uzných řádćıch.

2. a-e) Ukáže se stejně jako pro symetrické matice, nap̌r.
(A + B)H = AH + BH = A + B, f) (A−1)H = (AH)−1 = A−1.

3. a,b) Nap̌r. I ± I, c) nap̌r. 2I, d) viz pozorováńı,
e) (AT)H = (AH)T = (A−1)T = (AT)−1.
f) podobně (A−1)H = (AH)−1 = (A−1)−1.

4. a,c) Nap̌r. nulová matice 02,2 řádu 2; b) R ⊂ C,
d) matice je diagonalizovatelná ⇔ násobnosti se shoduj́ı.

5. V p̌ŕı̌st́ıch lekćıch si ukážeme, že je-li matice p̌rechodu
ortogonálńı, je nová báze ortonormálńı. Tyto lze źıskat
z původńı báze pomoćı rotace a p̌ŕıpadně i souměrnosti.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Proč věta plat́ı pro výchoźı p̌ŕıpad matematické indukce čili
pro matice řádu 1?

▶ Proč upravený vektor u = 1√
vHv

v splňuje uHu = 1?
Kde je tato vlastnost v důkazu využita?

▶ Které pravidlo pro součin blokových matic
bylo v důkazu využito?

▶ Ve kterém kroku důkazu diagonalizace symetrických
reálných matic je ťreba využ́ıt komplexńı č́ısla?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Hermitovská transpozice se někdy nazývá ”matice hermitovsky
sdružená“. Kromě AH se znač́ı také A∗, A† ba dokonce i A+,
ovšem posledńı symbol znač́ı také Mooreovu-Penroseovu inverzi.

Hermitovská matice se někdy nazývá ”samosdružená“, což souviśı
s komplexně sdruženou matićı A definovanou vztahem (A)ij = aij .

Zápis hermitovské matice A jako součin RDRH s unitárńı R a
diagonálńı D se nazývá spektrálńı rozklad matice A.
Podobně lze provést i spektrálńı rozklad reálné symetrické A.


