
Matice téhož zobrazeńı v̊uči r̊uzným báźım

Pozorováńı: Pro lineárńı zobrazeńı f : V → V a báze B, C
prostoru V plat́ı: [f ]B,B = [id]C ,B[f ]C ,C [id]B,C

Důkaz: . . . plyne ze skládáńı zobrazeńı f = id ◦f ◦ id

[f (u)]B = [f ]B,B[u]B
= [id]C ,B[f (u)]C = [id]C ,B[f ]C ,C [u]C
= [id]C ,B[f ]C ,C [id]B,C [u]B
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a splňuj́ı
[id]C ,B = [id]−1

B,C



Podobné matice
Matice téhož zobrazeńı v̊uči r̊uzným báźım maj́ı stejná vlastńı č́ısla.
Definice Matice A, B ∈ T n×n jsou si podobné, pokud existuje
regulárńı matice R taková, že A = R−1BR.
Pozorováńı: Pokud je A podobná B, t.j. B = RAR−1,
a vlastńı č́ıslo λ p̌ŕısluš́ı vlastńımu vektoru v v A,
pak λ je také vlastńı č́ıslo B p̌ŕıslušné vektoru Rv .
Důkaz: Pro u = Rv plat́ı Bu = RAR−1Rv = RAv = λRv = λu.
Důsledek: Je-li λ vlastńı č́ıslo A a matice A je podobná B,
pak λ má v matici B shodnou geometrickou násobnost jako v A.
. . . v → Rv je isomorfismus podprostor̊u vlastńıch vektor̊u
Pozorováńı: Pokud B = RAR−1, pak pB(x) = pA(x).
Důkaz: pB(x) = det(B − x I) = det(RAR−1 − R(x I)R−1) =
det(R(A − x I)R−1) = det R det(A − x I) det R−1 = pA(x)
Důsledek: Je-li λ vlastńı č́ıslo A a matice A je podobná B,
pak λ má v matici B shodnou algebraickou násobnost jako v A.



Ukázka — lineárńı zobrazeńı v rovině
Má následuj́ıćı lineárńı zobrazeńı lepš́ı popis?

e1

e2

f (e2)

f (e1)

[f ]E ,E =
(

0 2
−1 3

)

Charakteristický polynom:

p[f ]E ,E (x) =
∣∣∣∣∣−x 2
−1 3 − x

∣∣∣∣∣ = x2 − 3x + 2 = (x − 1)(x − 2)

Vlastńı č́ıslo λ1 = 1 má vlastńı vektor v1 = (2, 1)T a
vlastńı č́ıslo λ2 = 2 má vlastńı vektor v2 = (1, 1)T.



S ohledem na novou bázi B = {v1, v2} = {(2, 1)T, (1, 1)T}
je matice stejného lineárńıho zobrazeńı f diagonálńı:

[f ]B,B = [id]E ,B[f ]E ,E [id]B,E =
(

2 1
1 1

)−1(
0 2

−1 3

)(
2 1
1 1

)
=
(

1 0
0 2

)

v1

v2

= f (v1)

[f ]B,B =
(

1 0
0 2

)f (v2)

Méně formálně: rovina je fixována podél p̌ŕımky skrz v1
a dvakrát natažena podél p̌ŕımky skrz v2.

Všimněte si, že vlastńı č́ısla a vlastńı vektory se zachovávaj́ı.



Algebraická a geometrická násobnost

Pozorováńı: Obsahuje-li báze B vlastńı vektor v zobrazeńı f , pak
sloupec matice [f ]B,B odpov́ıdaj́ıćı v má λ na diagonále a jinak 0.
Důkaz: [f (v)]B = [λv ]B = λ[v ]B = λei kde i je index v v bázi B.

Věta: Pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A plat́ı, že geometrická
násobnost λ je menš́ı nebo rovna jeho algebraické násobnosti.
Důkaz: Vezměme A ∈ T n×n jako matici lineárńıho zobrazeńı
f : T n → T n vzhledem ke standardńı bázi E , tzn. A = [f ]E ,E .
Necht’ v1, . . . , vk je báźı prostoru vlastńıch vektor̊u p̌ŕıslušných λ,
čili k je geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ.
Doplńıme v1, . . . , vk na bázi B prostoru T n.
Potom [f ]B,B = [id]−1

B,E A[id]B,E je podobná A a p̌ritom
[f ]B,B má v prvńıch k sloupćıch na diagonále λ a jinak nuly.
Odtud (λ − x)k děĺı p[f ]B,B (x). Protože A a [f ]B,B maj́ı stejné
charakteristické polynomy, má λ algebraickou násobnost alespoň k.



Ukázka

A =

−1 7 −5
−2 7 −4
−1 3 −1

 pA(x) = −x3+5x2−8x +4 = (x −2)2(x −1)
vlastńı č́ısla jsou: 2 algebraické násobnosti 2
a 1 algebraické násobnosti 1.

A − 2I3 =

−3 7 −5
−2 5 −4
−1 3 −3

 ∼∼

1 0 −3
0 1 −2
0 0 0


Vlastńı č́ıslo 2 má v A geometrickou násobnost jen 1.
Vlastńı vektor (3, 2, 1)T p̌ŕıslušný k 2 doplńıme na bázi B,
nap̌r. B = {(3, 2, 1)T, (2, 2, 1)T, (1, 1, 1)T}.

Matice A je podobná [id]−1
B,E A[id]B,E =

=

3 2 1
2 2 1
1 1 1


−1−1 7 −5

−2 7 −4
−1 3 −1


3 2 1

2 2 1
1 1 1

 =

2 1 0
0 2 0
0 0 1



Pro srovnáńı,

C =

2 1 −2
0 3 −2
0 1 0


má stejný charakteristický polynom
pC (x) = −x3+5x2−8x +4 = (x −2)2(x −1)
a stejná vlastńı č́ısla, t.j. 2 algebraické
násobnosti 2 a 1 algebraické násobnosti 1.

Vůči (shodou okolnost́ı stejné) bázi B dostaneme [id]−1
B,E C [id]B,E

=

3 2 1
2 2 1
1 1 1


−12 1 −2

0 3 −2
0 1 0


3 2 1

2 2 1
1 1 1

 =

2 0 0
0 2 0
0 0 1





Ukázka

A =

−1 7 −5
−2 7 −4
−1 3 −1

 pA(x) = −x3+5x2−8x +4 = (x −2)2(x −1)
vlastńı č́ısla jsou: 2 algebraické násobnosti 2
a 1 algebraické násobnosti 1.

A − 2I3 =

−3 7 −5
−2 5 −4
−1 3 −3

 ∼∼

1 0 −3
0 1 −2
0 0 0


Vlastńı č́ıslo 2 má v A geometrickou násobnost jen 1.
Pro srovnáńı,

C =

2 1 −2
0 3 −2
0 1 0


má stejný charakteristický polynom
pC (x) = −x3+5x2−8x +4 = (x −2)2(x −1)
a stejná vlastńı č́ısla, t.j. 2 algebraické
násobnosti 2 a 1 algebraické násobnosti 1.

C − 2I3 =

0 1 −2
0 1 −2
0 1 −2

 ∼∼

0 1 −2
0 0 0
0 0 0


Vlastńı č́ıslo 2 má v C geometrickou násobnost 2.

Vůči (shodou okolnost́ı stejné) bázi B dostaneme [id]−1
B,E C [id]B,E

=

3 2 1
2 2 1
1 1 1


−12 1 −2

0 3 −2
0 1 0


3 2 1

2 2 1
1 1 1

 =

2 0 0
0 2 0
0 0 1





Ukázka

A =

−1 7 −5
−2 7 −4
−1 3 −1

 pA(x) = −x3+5x2−8x +4 = (x −2)2(x −1)
vlastńı č́ısla jsou: 2 algebraické násobnosti 2
a 1 algebraické násobnosti 1.

A − 2I3 =

−3 7 −5
−2 5 −4
−1 3 −3

 ∼∼

1 0 −3
0 1 −2
0 0 0


Vlastńı č́ıslo 2 má v A geometrickou násobnost jen 1.
Pro srovnáńı,

C =

2 1 −2
0 3 −2
0 1 0


má stejný charakteristický polynom
pC (x) = −x3+5x2−8x +4 = (x −2)2(x −1)
a stejná vlastńı č́ısla, t.j. 2 algebraické
násobnosti 2 a 1 algebraické násobnosti 1.

Vůči (shodou okolnost́ı stejné) bázi B dostaneme [id]−1
B,E C [id]B,E

=

3 2 1
2 2 1
1 1 1


−12 1 −2

0 3 −2
0 1 0


3 2 1

2 2 1
1 1 1

 =

2 0 0
0 2 0
0 0 1





Diagonalizace

Pozorováńı: Matice A ∈ T n×n je podobná diagonálńı matici,
právě když prostor T n má bázi sestávaj́ıćı se z vlastńıch vektor̊u A.

Důkaz: AR = RD s diagonálńı matićı D, pokud pro každé i plat́ı,
že existuje vektor v (i-tý sloupec R) takový, že Av = λv = diiv .

λv

v

R

A

λ

D

R

0

0

λvv

A = RDR−1 ⇔ AR = RD ⇔ R−1AR = D

Definice: Matice podobná diagonálńı matici je diagonalizovatelná.

Důsledek: Pro čtvercovou matici řádu n plat́ı, že má-li n r̊uzných
vlastńıch č́ısel, pak je diagonalizovatelná.

Důsledek: Když pA(x) =
∏
i
(x − λi)ri , pak:

A je diagonalizovatelná ⇔ ∀i : dim(ker(A − λi I)) = ri

Důsledek: Je-li A = R−1DR, pak pro každé k plat́ı:
Ak = (R−1DR)k = R−1DRR−1DRR−1 · · · R−1DR = R−1DkR.



Diagonalizace

Pozorováńı: Matice A ∈ T n×n je podobná diagonálńı matici,
právě když prostor T n má bázi sestávaj́ıćı se z vlastńıch vektor̊u A.

Důkaz: AR = RD s diagonálńı matićı D, pokud pro každé i plat́ı,
že existuje vektor v (i-tý sloupec R) takový, že Av = λv = diiv .
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∏
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Kv́ız — řešeńı
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Pravda nebo lež?
Jednotková matice je podobná jen sama sobě.

2. Pravda nebo lež?
Reálné matice A =

(
1 3
0 2

)
a B =

(
1 0
0 2

)
si jsou podobné.

3. Pravda nebo lež?
Reálné matice A =

(
2 3
0 2

)
a B =

(
2 0
0 2

)
si jsou podobné.

4. Kolik ťŕıd ekvivalence má relace podobnosti
na diagonalizovatelných matićıch ze Z3×3

5 ?
a) 1, b) 5, c) 10, d) 25, e) 35, f) 50, g) 125.

5. Singulárńı matice může být podobná:
a) jen nulové matici, b) nulové i nenulové matici,
c) jen singulárńı matici, d) regulárńı i singulárńı matici,
e) jen nediagonálńı matici, f) diagonálńı i nediagonálńı matici.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Pro každou regulárńı R dostaneme: R−1IR = R−1R = I.
2. Trojúhelńıková A má dvě r̊uzná vlastńı č́ısla 1 a 2 na

diagonále, proto je diagonalizovatelná a podobná B.
3. Vlastńı č́ıslo 2 má v matićıch A a B r̊uznou geometrickou

násobnost, proto si nemohou být podobné.
4. Počet ťŕıd odpov́ıdá r̊uzným možnostem výběru vlastńıch č́ısel.

Neuspǒrádaných výběr̊u 3 prvk̊u z 5-prvkové množiny je
(7

3
)
.

5. b,f) matice
(

1 0
0 0

)
je singulárńı nenulová diagonálńı;

c) součin se singulárńı matićı nemůže dát regulárńı výsledek.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jak spolu souvisej́ı hodnosti podobných matic?
▶ Jak spolu souvisej́ı algebraické a geometrické násobnosti

vlastńıch č́ısel podobných matic?
▶ Kterou matici dostaneme součinem P−1DP

pokud je D diagonálńı a P permutačńı?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Podobnost matic je relace ekvivalence daná vztahem
A = R−1BR, odvozeným od souvisej́ıćıch lineárńıch zobrazeńı,
nikoli od podobnosti tvaru či obsahu matic.

Př́ıbuzná ekvivalence je kongruence matic daná vztahem
A = RTBR, odvozeným od tzv. kvadratických forem.
(Matice R muśı být zde též regulárńı.)

Jde o jiný pojem, i když se ekvivalence mohou částečně p̌rekrývat
v p̌ŕıpadě R−1 = RT jako nap̌r. u ortogonálńıch matic.


