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Matice téhoz zobrazeni vici riiznym bazim

Pozorovani: Pro linearni zobrazeni f : V — V a baze B, C
prostoru V plati: [f]g g = [id]c 8[f]c clid]s,c

Dakaz: ... plyne ze skladani zobrazeni f = idof oiid

[f(u)]s = [flgsluls
= [id]cslf(u)lc = [id]c,slf]c,clulc
= [id]¢,s[f]c,clid]s,c[u]s

f(u.)\ Matice prechodu
jsou regularni
a splnuji
[F(u)]c = [Aleclulc  lidles = lidlgc

[f(u)]g = [id]cs[f(u)]lc  [u]c = [id]s c[uls




Podobné matice

Matice téhoZ zobrazeni viici riiznym bazim maji stejna vlastni cisla.

Definice Matice A, B € T"*" jsou si podobné, pokud existuje

regularni matice R takova, ¢ A= R™'BR.

Pozorovani: Pokud je A podobna B, t.j. B= RAR™ I,

a vlastni Cislo A pfislusi vlastnimu vektoru v v A,

pak A je také vlastni ¢islo B pfislusné vektoru Rv.

Ditkaz: Pro u = Rv plati Bu = RAR"'Rv = RAv = \Rv = \u.

Disledek: Je-li A vlastni ¢islo A a matice A je podobna B,

pak A ma v matici B shodnou geometrickou ndsobnost jako v A.
. v = Rv je isomorfismus podprostor(i vlastnich vektori

Pozorovéni: Pokud B = RAR™!, pak pg(x) = pa(x).

Dtikaz: pg(x) = det(B — xlI) = det(RAR™! — R(x1)R™1) =

det(R(A — x1)R™!) = det Rdet(A — xl)det R~! = pa(x)

Disledek: Je-li A vlastni ¢islo A a matice A je podobna B,

pak A mé v matici B shodnou algebraickou nasobnost jako v A.



Ukazka — linearni zobrazeni v roviné

Ma nasledujici linedrni zobrazeni lepsi popis?

7 e
f(e1)
Charakteristicky polynom:

—X 2

p[f]EyE(x) = '_1 3 =x?—3x+4+2= (x—=1)(x—-2)

Vlastni &islo \; = 1 ma vlastni vektor v; = (2,
1

) a
vlastni &islo Ay = 2 mé vlastni vektor v, = (1,1)".

1
1’



S ohledem na novou bazi B = {vi,wn} = {(2,1)7,(1,1)"}

je matice stejného linedrniho zobrazeni f diagonalni:

= Wlestflectaloe = (1) (% 3) (3 1) (0 5)

).
V%/f F(v) e <é g)

Méné formalné: rovina je fixovana podél pfimky skrz vy
a dvakrat natazena podél pfimky skrz vs.

Vsimnéte si, ze vlastni Cisla a vlastni vektory se zachovavaji.



Algebraickd a geometrickd nasobnost

Pozorovani: Obsahuje-li baze B vlastni vektor v zobrazeni f, pak
sloupec matice [f]g g odpovidajici v ma A na diagonale a jinak 0.

Dikaz: [f(v)]g = [\v]g = A[v]s = \e; kde i je index v v bazi B.
Véta: Pro kazdé vlastni ¢islo A matice A plati, Ze geometricka
nasobnost A je mensi nebo rovna jeho algebraické nasobnosti.

Diikaz: Vezméme A € T"*" jako matici linedrniho zobrazeni
f: T" — T" vzhledem ke standardni bazi E, tzn. A = [f|g k.

Necht vi,..., v, je bazi prostoru vlastnich vektorl pFisludnych ),
Cili k je geometrickd nasobnost vlastniho &isla .
Doplnime vy, ..., vk na bazi B prostoru T".

Potom [f]g g = [id] 5= Alid] 5. je podobnd A a pFitom

[f]lg,B ma v prvnich k sloupcich na diagonéle A a jinak nuly.
Odtud (A — x)k déli Pif]s.5(X)- Protoze A a [f]g g maji stejné
charakteristické polynomy, ma \ algebraickou nasobnost alespon k.



Ukazka
-1 7 -5 pa(x) = —x34+5x2—8x+4 = (X—2)2(X—1)

A= | -2 7 —4| vlastni&isla jsou: 2 algebraické nasobnosti 2
-1 3 -1 a 1 algebraické nasobnosti 1.
-3 7 -5 1 0 -3
A-23=|-25 —4|~~|0 1 -2
-1 3 -3 00 O

Vlastni ¢&islo 2 ma v A geometrickou nasobnost jen 1.
Vlastni vektor (3,2,1)" ptislugny k 2 doplnime na bazi B,
napt. B={(3,2,1)7,(2,2,1)",(1,1,1)"}.

B
> 1\ ' /-1 7 =5
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Ukazka
-1 7 -5 pa(x) = —x34+5x2—8x+4 = (X—2)2(X—1)

A= | -2 7 —4| vlastni&isla jsou: 2 algebraické nasobnosti 2
-1 3 -1 a 1 algebraické nasobnosti 1.
-3 7 -5 1 0 -3
A-23=|-25 —4|~~|0 1 -2
-1 3 -3 00 O

Vlastni ¢&islo 2 ma v A geometrickou nasobnost jen 1.

Pro srovnani, ma stejny charakteristicky polynom

2 1 -2 pc(x) = —x3+5x?—8x+4 = (x—2)?(x—1)

cC=|0 3 -2 a stejna vlastni Cisla, t.j. 2 algebraické
01 0 nasobnosti 2 a 1 algebraické nasobnosti 1.
01 -2 01 -2
C-235=(01 -2]~~]0 0 O
01 -2 00 O

Vlastni Cislo 2 ma v C geometrickou nasobnost 2.



Ukazka
-1 7 -5 pa(x) = —x34+5x2—8x+4 = (X—2)2(X—1)

A= | -2 7 —4| vlastni&isla jsou: 2 algebraické nasobnosti 2
-1 3 -1 a 1 algebraické nasobnosti 1.
-3 7 -5 1 0 -3
A-23=|-25 —4|~~|0 1 -2
-1 3 -3 00 O

Vlastni ¢&islo 2 ma v A geometrickou nasobnost jen 1.

Pro srovnani, ma stejny charakteristicky polynom

2 1 -2 pc(x) = —x3+5x%2—8x+4 = (x—2)?(x—1)
cC=|0 3 -2 a stejna vlastni Cisla, t.j. 2 algebraické
01 0 nasobnosti 2 a 1 algebraické nasobnosti 1.

Vigi (shodou okolnosti stejné) bazi B dostaneme [id]E}EC[id]B’E
-1

321 21 =2 3 21 2 00
=12 2 1 0 3 -2 2 2 1]=10 20
1 11 01 0 111 0 01



Diagonalizace

Pozorovéani: Matice A € T"*" je podobna diagonalni matici,
prostor T ma bazi sestavajici se z vlastnich vektord A.

Dikaz: AR = RD s diagonélni matici D, pokud pro kazdé i plati,
Ze existuje vektor v (i-ty sloupec R) takovy, ze Av = A\v = djv.

R D \ 0

Av v AV

A=RDR! =& AR=RD = R 'AR=D



Diagonalizace

Pozorovéani: Matice A € T"*" je podobna diagonalni matici,
pravé kdyz prostor T" méa bazi sestavajici se z vlastnich vektorl A.

Dikaz: AR = RD s diagonélni matici D, pokud pro kazdé i plati,
Ze existuje vektor v (i-ty sloupec R) takovy, ze Av = A\v = djv.
Definice: Matice podobna diagonalni matici je diagonalizovatelna.

Dasledek: Pro ¢tvercovou matici fadu n plati, ze ma-li n riznych
vlastnich &isel, pak je diagonalizovatelna.

Disledek: Kdyz pa(x) = IT(x — A\;)", pak:

1
A je diagonalizovatelnd < Vi:dim(ker(A— \l)) =r;

Diisledek: Je-li A= R™IDR, pak pro kazdé k plati:
A= (R'DR)* = R™'D D DR = R~1D*R.



Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Pravda
Jednotkova matice je podobné jen sama sobé.

2. Pravda 13 10
Reélné matice A = (0 2) aB= (0 2> si jsou podobné.

3. lez

4. Kolik tfid ekvivalence ma relace podobnosti
na diagonalizovatelnych maticich ze Z3*3?
e) 35,
5. Singularni matice mize byt podobna:
b) nulové i nenulové matici,
c) jen singularni matici,
f) diagonalni i nediagonalni matici.



Komentar k reseni kvizu

1. Pro kazdou regularni R dostaneme: R"!'IR =R 'R = 1.

2. Trojihelnikova A ma dvé rlizna vlastni ¢isla 1 a 2 na
diagondle, proto je diagonalizovatelnd a podobna B.

3. Vlastni &islo 2 ma v maticich A a B riznou geometrickou
nasobnost, proto si nemohou byt podobné.

4. Pocet ttid odpovida rliznym moznostem vybéru vlastnich Cisel.
Neusporadanych vybéri 3 prvki z 5-prvkové mnoziny je (;)

1
5. b,f) matice ( je singularni nenulova diagonalni;

0
00
c) soudin se singularni matici nemuze dat regularni vysledek.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jak spolu souviseji hodnosti podobnych matic?

» Jak spolu souviseji algebraické a geometrické nasobnosti
vlastnich &isel podobnych matic?

» Kterou matici dostaneme sou¢inem P~1DP
pokud je D diagonélni a P permutacni?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Podobnost matic je relace ekvivalence dana vztahem
A = R 'BR, odvozenym od souvisejicich linearnich zobrazent,
nikoli od podobnosti tvaru ¢i obsahu matic.

P¥ibuzna ekvivalence je kongruence matic dana vztahem
A = R"TBR, odvozenym od tzv. kvadratickych forem.
(Matice R musi byt zde téz regularni.)

Jde o jiny pojem, i kdyz se ekvivalence mohou ¢astecné prekryvat
v p¥ipadé R~1 = R" jako nap¥. u ortogonalnich matic.



