Cayleyova-Hamiltonova véta
Véta: Pro matici A € T"™" a jeji charakteristicky polynom
pa(x) = (=1)"x" + b, 1x" L 4 -+ + box? + byx + by plati:
(—1)"A" + b, 1 A" 4 4 by A%+ by A+ bol, = 0 .
Symbol 0, , znadi nulovou Etvercovou matici fadu n.
Ukazka:

1 2 0
A=(3 -1 3], pa(x) = —x>+2x% 4 x -2
1 -2 2
3

120 12 0\° /1 20 100
pA(A):—<3 -1 3) +2<3 -1 3>+<3 -1 3)—2(010)—
1 -22 1 -2 2 1 -22 001
13 2 12 70 6 1 20 100 000
—(9 -1 9>+2<3 1 3>+<3 -1 3)—2(01o>_<000>
-5 -2 —4 -30 -2 1 -22 001 000



Cayleyova-Hamiltonova véta
Véta: Pro matici A € T"™" a jeji charakteristicky polynom
pa(x) = (=1)"x" + b, 1x" L 4 -+ + box? + byx + by plati:
(—1)"A" + b, 1AL+ by A2+ b1 A+ bol, = 0,
Dukaz: Pouzijeme vétu, ze (det M) -1, = M -adjM pro M = A — xl,,.

Slozky adj(A — x1,,) jsou determinanty podmatic, tj. polynomy v x stupné
nejvyse n — 1. Koeficienty u x™1,..., x% uréuji C,_1,...,Co € T™",

&mz dostaneme: adj(A — x1,) = x"1C,_; + -+ + xC; + Gp.
Ukazka:

1-x 2 0 x? x4 —4 6
adj(A—xI3):adj< 3 —-1-x 3 >:< -3 x? +2 3>

1 -2 2—x -5 +4 x2-7

100 4 —4 6
:x2<0 1 O>+x +<3 2 3>:x2C2—|—x + G

001 -5 4 -7



Cayleyova-Hamiltonova véta

Véta: Pro matici A € T"™" a jeji charakteristicky polynom

pa(x) = (=1)"x" + b, 1x" L 4 -+ + box? + byx + by plati:
(—1)"A" + b, 1AL+ by A2+ b1 A+ bol, = 0,

Dukaz: Pouzijeme vétu, ze (det M) -1, = M -adjM pro M = A — xl,,.

Slozky adj(A — x1,,) jsou determinanty podmatic, tj. polynomy v x stupné

nejvyse n — 1. Koeficienty u x™1,..., x% uréuji C,_1,...,Co € T™",

&mz dostaneme: adj(A — x1,) = x"1C,_; + -+ + xC; + Gp.

Nyni: pa(x)l, = (=1)"x"1, + bp_1x" ", + - + box?l, + byxl, + bol,

=(A—x1,)(x"1Ch_1 + x"2Cp2+ -+ xC1 + Cp)

= —x"Cy_1+x"HAC,_1 — Cp2) + - + x(AC; — Gy) + AGy

Ukazka:

3 5 —x342x2 4 x—2 0 0
pa(x)l, = (—x° +2x* + x = 2)l3 = 0 —Pr2l+ix—2 0
0 0 7><3A2x2+x72

= —x313 4+ 2x%13 + xl3 — 2I3 = (A — x1,)(x*C> + xC, + Cp)

(29 -EID)CEID-( 201 3)

= —X3C2 —|—X2(C1 — AC2) +X(C0 — AC1) — AG,

cor
=R =]
= oo



Cayleyova-Hamiltonova véta

Véta: Pro matici A € T"™" a jeji charakteristicky polynom

pa(x) = (=1)"x" + b, 1x" L 4 -+ + box? + byx + by plati:
(—1)"A" + b, 1 A" 4 4 by A%+ by A+ bol, = 0 .

Dukaz: Pouzijeme vétu, ze (det M) -1, = M -adjM pro M = A — xl,,.

Slozky adj(A — x1,,) jsou determinanty podmatic, tj. polynomy v x stupné

nejvyse n — 1. Koeficienty u x™1,..., x% uréuji C,_1,...,Co € T™",

&mz dostaneme: adj(A — x1,) = x"1C,_; + -+ + xC; + Gp.

Nyni: pa(x)l, = (=1)"x"1, + bp_1x" ", + - + byx?l, + byxl, + bol,

=(A—xl,)(x"1Cpo1 + x"2Cha+ -+ xC1 + Gp)

= —x"Cy_1+x"HAC,_1 — Cp2) + - + x(AC; — Gy) + AGy

koeficient u x™:  (-1)"l, = —-C,_1 A" zleva

koeficienty u x': bil, AC, — Ci_; -A'zleva

koeficient u x°: bl, = AG, ponechame
Ukazka:

—X3|3+2X2|3 +xl3 =213 = —X3C2 +X2(C1 —AC2)+X(C0—AC1) —AG,
= —I3=-0C, 23=C —AGC, I3=C_C - AC, -2l3=-AC



Cayleyova-Hamiltonova véta

Véta: Pro matici A € T"™" a jeji charakteristicky polynom

pa(x) = (=1)"x" + b, 1x" L 4 -+ + box? + byx + by plati:
(—1)"A" + b, 1 A" 4 4 by A%+ by A+ bol, = 0 .

Dukaz: Pouzijeme vétu, ze (det M) -1, = M -adjM pro M = A — xl,,.

Slozky adj(A — x1,,) jsou determinanty podmatic, tj. polynomy v x stupné

nejvyse n — 1. Koeficienty u x™1,..., x% uréuji C,_1,...,Co € T™",

&mz dostaneme: adj(A — x1,) = x"1C,_; + -+ + xC; + Gp.

Nyni: pa(x)l, = (=1)"x"1, + bp_1x" ", + - + byx?l, + byxl, + bol,

=(A—xl,)(x"1Cpo1 + x"2Cha+ -+ xC1 + Gp)

= —x"Cy_1+x"HAC,_1 — Cp2) + - + x(AC; — Gy) + AGy

koeficient u x™:  (-1)"l, = —-C,_1 A" zleva
koeficienty u x': bl, = AC —Ci_; -Azleva
koeficient u x°: bl, = AG, ponechame

Soucet véech: (—1)"A" + b, 1AL + ... + b A% + b1 A + bl,
=-A"C,_1 + Anfl(ACnfl - Cnfg) + -t A(AC1 — Co) + AGy = Op,n
Ukazka: —|3: —CQ, 2'3 = C1 —ACQ, . = —A3:—A3C2, . =
—A342A%+A-213 = —A3C+A%(AC— C)+A(AC,— Cy)—ACy = 033



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Dosadime-li matici 21, do charakteristického polynomu matice
l,, dostaneme matici:
d) (—=1)"1,,
2. Jsou oba soutiny - ve vyrazu (det M) -1, = M -adjM
stejné binarni operace?
b) ne,
3. Pravda
Pro kazdou matici A € T"*" jsou matice A, A%, ..., A" al
linedrné zavislé ve vektorovém prostoru T™*".
4. Charakteristicky mnohoclen pa(A) lze zapsat jako
pa(A) = A-qg(A), kde g ma mensi stupeni nez pa, pokud je A:
b) singularni,



Komentar k reseni kvizu

1. Tteba urcit charakteristicky polynom py, (x) = (1 — x)".
Odtud py,(21,) = (1, = 21,)" = (—1,)" = (=1)"1,

2. Prvni je skalarni nasobek, druhy je maticovy soucin.
Jen u Fadu 1 tvofi jediny prvek adjungované matice prazdny
soucin. Ten byva definovan jako jednotkovy prvek télesa.

3. Koeficienty linedrni kombinace dokazujici linedrni zavislost
jsou podle Cayleyovy-Hamiltonovy véty koeficienty
charakteristického polynomu pg4.

4. Koeficient by je nulovy jen u singuldrnich matic. b) ¢len b1 A
Ize nahradit b1lA a pak matici A vytknout.

P¥ipady a, c) vyvraci napf. matice , protoze stadi vzit

10
libovolnou regularni symetrickou, kterd neni nasobkem I. U | a
jejich nasobki Ize sice vytknout I, ale tim se stupen p nesnizi.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» ProC jsou polynomy v adjungované matici nékdy o stupen
a nékdy o dva mensi, nez je Fad matice?

» Bylo opravdu nutné porovnavat koeficienty u x
a nestacilo jen dosadit do nezndmé x matici A?



Poznamky k historii
PY¥i studiu vlastnosti kvaternioni, tj. nekomutativniho rozsiteni
komplexnich Cisel, objevil v roce 1853 W. Hamilton vztah, ktery
odpovida vété pro nékteré matice fadu 2 a 4. Jeho zak A. Cayley
roku 1858 vétu uved| pro matice a dokazal ji pro rady 2 a 3.

V plné obecnosti vétu dokazal az roku 1878 F. Frobenius.

William Rowan Hamilton Arthur Cayley
1805-1865 1821-1895

AC univerzitni profesori a kolegové, oba byli vystudovani pravnici.



