
Charakteristický polynom
Definice: Charakteristický polynom matice A ∈ T n×n

je pA(x) = det(A − x In)

Ukázka: Charakteristický polynom matice A =

1 2 0
3 −1 3
1 −2 2

 je

pA(x) = det


1 2 0

3 −1 3
1 −2 2

− x

1 0 0
0 1 0
0 0 1




=

∣∣∣∣∣∣∣
1 − x 2 0

3 −1 − x 3
1 −2 2 − x

∣∣∣∣∣∣∣
= (1 − x)(−1 − x)(2 − x) + 6 + 6(1 − x) − 6(2 − x)
= −x3 + 2x2 + x − 2

Věta: Č́ıslo λ ∈ T je vlastńım č́ıslem matice A ∈ T n×n,
právě když je λ kǒrenem jej́ıho charakteristického polynomu pA(x).

Důkaz: λ je vlastńı č́ıslo A ⇔
⇔ ∃v ∈ T n \ 0 : Av = λv
⇔ ∃v ∈ T n \ 0 : 0 = Av − λv = Av − λInv = (A − λIn)v
⇔ matice A − λIn je singulárńı
⇔ 0 = det(A − λIn) = pA(λ)

Definice: Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla λi matice A je
rovna násobnosti kǒrene λi v charakteristickém polynomu pA(x).

Důsledek: Je-li T algebraicky uzav̌rené těleso, lze charakteristický
polynom rozložit na lineárńı faktory dané kǒreny, t.j. vlastńımi č́ısly:
pA(x) = (λ1 − x)r1(λ2 − x)r2 · · · (λk − x)rk , kde r1 + · · · + rk = n.
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Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

Určete vlastńı č́ısla
a vlastńı vektory
reálné matice

A =

1 2 0
3 −1 3
1 −2 2


Matice má charakteristický polynom pA(x) =

∣∣∣∣∣∣
1 − x 2 0

3 −1 − x 3
1 −2 2 − x

∣∣∣∣∣∣ =

= (1−x)(−1−x)(2−x)+6+6(1−x)−6(2−x) = −x3+2x2+x −2.
Vlastńı č́ısla A jsou kǒreny pA(x), tzn. 2, 1 a −1.

Vlastńı vektor v1 pro λ1 = 2 je libovolné řešeńı (A − λ1I3)v1 = 0

A − 2I3 =

1 − 2 2 0
3 −1 − 2 3
1 −2 2 − 2

 =

−1 2 0
3 −3 3
1 −2 0

 ∼∼
(

1 0 2
0 1 1

)
Řešeńı v1 je libovolný skalárńı násobek vektoru (2, 1, −1)T.
Vlastńı č́ıslo λ2 = 1 dává vlastńı vektor v2 = (−1, 0, 1)T a
vlastńı č́ıslo λ3 = −1 dává vlastńı vektor v3 = (−1, 1, 1)T.



Vlastńı č́ısla — kǒreny charakteristického polynomu

Nulová matice:

0n =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 p0n (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 0 . . . 0
0 −x . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−x)n

Matice 0n má pouze jedno vlastńı č́ıslo 0 algebraické násobnosti n.

Diagonálńı nebo trojúhelńıková matice (také jednotková matice I):

A =


a11 ∗ . . . ∗
0 a22 . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 pA(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − x ∗ . . . ∗

0 a22 − x . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
n∏

i=1
(aii − x) Vlastńı č́ısla A jsou prvky na diagonále a11, . . . , ann.



Matice s jedničkami:

1n =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1

 p1n (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − x 1 . . . 1

1 1 − x
. . .

...
...

. . . . . . 1
1 . . . 1 1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 0 . . . 0 x

0 −x
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
0 . . . 0 −x x
1 . . . . . . 1 1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 0 . . . . . . 0

0 −x
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 −x 0
1 . . . . . . 1 n − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−x)n−1(n − x)

Matice 1n má vlastńı č́ıslo 0 algebraické násobnosti n − 1
a vlastńı č́ıslo n algebraické násobnosti 1.



Konstrukce matic podle polynomu
Věta: Pro libovolná b0, b1, . . . , bn−1 ∈ T má matice

0 0 · · · 0 −b0
1 0 · · · 0 −b1
0 1 · · · 0 −b2...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −bn−1

 ∈ T n×n charakteristický polynom
(xn + bn−1xn−1 + · · · + b1x + b0)(−1)n

Důkaz: Rozvoj podle prvńıho řádku dává rekurenci:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 0 · · · 0 −b0

1 −x
. . .

... −b1

0 1
. . . 0 −b2...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 1 −bn−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 0 · · · 0 −b1

1 −x
. . .

... −b2

0 1
. . . 0 −b3...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 1 −bn−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)nb0

Uvedený polynom je řešeńım této rekurence.
(Také lze provést p̌ŕımo rozvoj podle posledńıho sloupce.)

Důsledky: Každý polynom
n∑

i=0
bix i s bn = (−1)n

je charakteristickým polynomem vhodné matice.
Výpočet kǒrenů polynomu lze p̌revést na výpočet vlastńıch č́ısel.



Koeficienty charakteristického polynomu
Pozorováńı: Označme pA(x) =

n∑
i=0

bix i = det(A − x In), pak plat́ı:

▶ bn = (−1)n . . . pouze součin podél diagonály v A − x In
může dát xn, každý z jeho činitel̊u má u x koeficient −1.

▶ b0 = det(A) . . . dosad́ıme x = 0 do pA(x)

▶ bn−1 = (−1)n−1
n∑

i=1
aii

. . . člen xn−1 lze źıskat pouze ze součinu n lineárńıch členů
(a11 − x)(a22 − x) · · · (ann − x) na diagonále A − x In tak,
že vybereme n − 1 krát výraz −x a jedenkrát aii .
Výběr lze provést n způsoby, kde sč́ıtance aii v koeficientu
bn−1 = (−1)n−1

n∑
i=1

aii odpov́ıdaj́ı r̊uzným výběr̊um (−x)n−1.

Nav́ıc, má-li charakteristický mnohočlen rozklad
pA(x) = (λ1 − x)r1(λ2 − x)r2 · · · (λk − x)rk , r1 + · · · + rk = n, pak:

▶ b0 = det(A) =
k∏

i=1
λri

i . . . opět dosad́ıme x = 0 do pA(x)

▶ bn−1 = (−1)n−1
n∑

i=1
aii = (−1)n−1

k∑
i=1

λi + · · · + λi︸ ︷︷ ︸
ri

. . . analogicky ze součinu (λ1 − x)r1(λ2 − x)r2 · · · (λk − x)rk .
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n∑
i=0

bix i = det(A − x In), pak plat́ı:

▶ bn = (−1)n . . . pouze součin podél diagonály v A − x In
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Věta o Geřsgorinových kruźıch
Věta: Necht’ A ∈ Cn×n. Pro každé vlastńı č́ıslo λ existuje
index řádku i ∈ {1, . . . , n} takový, že |λ − aii | ≤

∑
j ̸=i

|aij |.

Čili λ nálež́ı kruhu komplexńıch č́ısel, která jsou nejvýše
∑
j ̸=i

|aij |
vzdálena od aii , tzv. Geřsgorinovu kruhu.

C

aii

λ

ℜ

ℑ

0

r =
∑
j ̸=i

|aij |

≤ r

1

i

∑
j ̸=k

|akj |

akk

Semjon Aronovič
Geřsgorin

1901 – 1933

Každé λ nálež́ı sjednoceńı těchto kruhů, což lze využ́ıt na odhady.

Důkaz: Uvažme netriviálńı vlastńı vektor u ∈ Cn p̌ŕıslušný k λ.
Necht’ ui je složka u s nejvěťśı absolutńı hodnotou.

Polož́ıme v = 1
ui

u. Nyńı vi = 1 a |vj | ≤ 1 pro j ̸= i .

V i-té rovnici soustavy Av = λv , neboli v
n∑

j=1
aijvj = λvi

odečteme od obou stran aii a dostaneme
∑
j ̸=i

aijvj = λ − aii .

Z trojúhelńıkové nerovnosti (∀x , y ∈ C : |x + y | ≤ |x | + |y |) pak

plyne: |λ − aii | =
∣∣∣∣∣∑j ̸=i

aijvj

∣∣∣∣∣ ≤
∑
j ̸=i

|aijvj | =
∑
j ̸=i

|aij ||vj | ≤
∑
j ̸=i

|aij |.
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Aplikace — č́ısla vlastńı populaćım kráĺık̊u
Předpokládejme, že chov kráĺık̊u popisuje jednoduchý zákon: nap̌r.
letošńı počet kráĺık̊u je součtem počt̊u z posledńıch dvou let.
Necht’ Ft označuje počet kráĺık̊u v roce t. Dostaneme rekurenci pro
Fibbonacciho č́ısla Ft = Ft−1 + Ft−2.
Můžeme se ptát, jak se vyv́ıj́ı poměr Ft

Ft−1
— zda má limitu, nebo

osciluje, nebo se stává stabilńı.

Totéž v jazyce matic a vektorových prostor̊u:
Uvažme prostor R2, pak lineárńı zobrazeńı f : R2 → R2 dáno(

Ft
Ft−1

)
=
(

1 1
1 0

)(
Ft−1
Ft−2

)
popisuje stejnou rekurenci.
Začneme-li nap̌r. s jedńım kráĺıkem, dostaneme posloupnost:(

1
0

)
f−→
(

1
1

)
f−→
(

2
1

)
f−→
(

3
2

)
f−→
(

5
3

)
f−→
(

8
5

)
f−→
(

13
8

)
f−→ . . .



Stabilńı poměr Ft
Ft−1

, maj́ı vektory v =
(

Ft
Ft−1

)
splňuj́ıćı:

f (v) =
(

1 1
1 0

)
v = λv

pro nějaké λ ∈ R. (Vektory v a λv maj́ı stejný poměr.)

Matice
(

1 1
1 0

)
má dvě vlastńı č́ısla, jmenovitě:

λ1 = 1+
√

5
2 v =

(
1+

√
5

2
1

)
. . . složky vektoru s každou iteraćı
rostou

λ2 = 1−
√

5
2 v =

(
1−

√
5

2
1

)
. . . zde se s každou iteraćı měńı
znaménko a limita je nulový vektor



Homogenńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic
prvńıho řádu s konstantńımi koeficienty

y ′
1 = a11y1 + · · · + a1nyn
...

...
...

y ′
n = an1y1 + · · · + annyn

dává A =

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


Je-li λ vlastńı č́ıslo a (v1, . . . , vn)T je p̌ŕıslušný vlastńı vektor matice A,
potom n-tice funkćı yi(x) = vieλx řeš́ı danou soustavu:y ′

1
...

y ′
n

 =

(v1eλx )′

...
(vneλx )′

 =

λv1eλx

...
λvneλx

 = eλx λ

v1
...

vn

 = eλx A

v1
...

vn

 =

=

a11v1eλx + · · · + a1nvneλx

...
...

an1v1eλx + · · · + annvneλx

 =

a11y1 + · · · + a1nyn
...

...
an1y1 + · · · + annyn


Poznámka: Ostatńı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory dávaj́ı jiná d́ılč́ı řešeńı.
Obecným řešeńım je libovolná lineárńı kombinace d́ılč́ıch řešeńı.
Zpravidla má splňovat ještě dodatečné, tzv. okrajové podḿınky úlohy.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež? Má-li matice řádu n jediné vlastńı č́ıslo λ

algebraické násobnosti n, pak je diagonálńı s λ na diagonále.
2. Kolik r̊uzných vlastńıch vektor̊u může ḿıt matice ze Z3×3

5 ?
a) 0, b) 1, c) 5, d) 9, e) 10, f) 13, g) 15, h) 25,
i) 29, j) 30, k) 49, l) 50, m) 123, n) 124, o) 125.

3. Každá singulárńı matice: a) má všechna vlastńı č́ısla λ = 0,
b) má alespoň jedno λ = 0, c) může a nemuśı ḿıt λ = 0,
d) má všechna λ ̸= 0, e) má alespoň jedno λ ̸= 0.

4. Jakou posloupnost tvǒŕı koeficienty charakteristického
polynomu matice −I10?
a) samých 1, b) samých −1, c) binomických koeficient̊u,
d) aritmetickou, e) geometrickou, f) faktoriál̊u.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Kromě diagonálńıch může j́ıt nap̌r. i o trojúhelńıkové matice.
2. Rozborem podle počtu vlastńıch č́ısel a jejich geometrických

násobnost́ı: a) žádné vlastńı č́ıslo; c, d, f) 1, 2 resp. 3 vlastńı
č́ısla násobnosti 1 — p̌ŕıslušné jednodimenzionálńı prostory se
prot́ınaj́ı v 0; h, o) jedno vlastńı č́ıslo násobnosti 2, resp. 3;
i) dvě r̊uzná vlastńı č́ısla, jedno násobnosti 1 a druhé 2.

3. Determinant singulárńıch matic je 0, a proto x děĺı

charakteristický polynom. Matice
(

1 0
0 0

)
má i vlastńı č́ıslo 1.

4. Př́ımo z definice dostaneme: p−I10(x) = det(−I10 − x I10)

= (−1 − x)10 = (1 + x)10 =
10∑

i=0

(10
i
)
x i .



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jakým postupem lze úlohu hledáńı kǒrenů libovolného
polynomu p̌revést na hledáńı vlastńıch č́ısel?

▶ Proč je u výpočtu koeficientu bn−1 charakteristického
polynomu uvedeno λi + · · · + λi︸ ︷︷ ︸

ri

a nikoli riλi?

▶ Maj́ı všechny lineárńı rekurence na R limitu pod́ılu
dvou po sobě jdoućıch hodnot, nebo ji některé nemaj́ı?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Charakteristický polynom někdy bývá definován jako det(xI − A).
Vedoućı člen má v něm vždy kladné znaménko.
Pojem ”charakteristický polynom“ zavedl 1839 A.-L. Cauchy.

Historie kǒrenů charakteristického polynomu jde proti výkladu:
Vztah řešeńı diferenciálńıch rovnic nebeské mechaniky ke kǒrenům
polynomu je známa z cca 1780. Vyjáďreńı pomoćı determinant̊u je
z cca 1830, souvislost s vlastnostmi matic je z cca 1880. Moderńı
pojet́ı témat vycházej́ıćı z rovnice Av = λv se ustálilo až cca 1940.

Konstrukce matice podle p̌redepsaného charakteristického
polynomu se nazývá angl. ”Companion matrix“, něm.

”Begleitmatrix“, česky doprovodná matice apod.


