Charakteristicky polynom

Definice: Charakteristicky polynom matice A € T"*"
je pa(x) = det(A — xl,)

1 2 0
Ukazka: Charakteristicky polynom matice A= |3 —1 3| je
1 -2 2
1 2 0 1 00
pa(x) = det||3 -1 3] —-x|0 1 0
1 -2 2 0 01
1—x 2 0
= 3 —1—-x 3
1 -2 2 —x

(1-x)(-1-x)(2—x)+6+6(1—x)—6(2—x)
32> 4 x -2



Charakteristicky polynom
Definice: Charakteristicky polynom matice A € T"<"
je pa(x) = det(A — xl,)
Véta: Cislo A e T je vlastnim &islem matice A € T™*7,
pravé kdyz je A\ kotenem jejiho charakteristického polynomu pa(x).
Dikaz: A je vlastni ¢islo A
< JveT"\0: Av = )\v
S IveT"\0:0=Av—-Av=Av—-JA,v=(A—-\,)v
< matice A — M, je singularni
< 0=det(A— ) = pa(N)
Definice: Algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A; matice A je

rovna nasobnosti kofene \; v charakteristickém polynomu pa(x).

Disledek: Je-li T algebraicky uzaviené téleso, Ize charakteristicky
polynom rozlozit na linedrni faktory dané koteny, t.j. vlastnimi Cisly:
pA(X) = ()\1 — X)rl()\z — X)r2 s ()\k — X)r", kde n +---+ ry = n.



Vypocet vlastnich Cisel a vlastnich vektord

Urcete vlastni Cisla 1 2 0
a vlastni vektory A= |3 -1 3
redlné matice 1 -2 2

1—-x 2 0
3 -1—-x 3
1 -2 2—-x
= (1-x)(—1—x)(2—x)+6+6(1—x)—6(2—x) = —x3+2x%+x—2.

Vlastni &isla A jsou koteny pa(x), tzn. 2, 1 a —1.

Matice ma charakteristicky polynom pa(x) =

Vlastni vektor v; pro A1 = 2 je libovolné feseni (A — A1l3)vi =0

1-2 2 0 -1 2 0
A-2l3 = 3 -1-2 3 =3 -33 Nw(é(l)i)
1 -2 2-2 1 =20

ReZeni vy je libovolny skalarni nasobek vektoru (2,1, —1)T.

Vlastni &islo Ay = 1 dava vlastni vektor v, = (—1,0,1)" a
vlastni &islo A\3 = —1 dava vlastni vektor v3 = (—1,1,1)".



Vlastni Cisla — koreny charakteristického polynomu

Nulova matice:

0 0 ... O -x 0 ... 0
0 0 ... O 0 —x ... 0

0,= | e = = (—x)"
0 0 0 0 0 —X

Matice 0,, ma pouze jedno vlastni ¢islo 0 algebraické nasobnosti n.

Diagonalni nebo trojihelnikova matice (také jednotkova matice I):

dilp X * ail — X * *
0 a»n ... = 0 a»mn —X ... *

A = pA(X) = : =
0 O ann 0 0 ann — X

n
= [[(ai — x) Vlastni ¢isla A jsou prvky na diagonale a1, ..., ann-



Matice s jednickami:

11 1 1—x
11 1 1
1n: . . pln(X):
11 ... 1 1
-x 0 0 X —x 0
0 —x : 0 —x
— O ==
0 0 —x X 0
1 1 1-—x 1

= (" (n = x)

Matice 1, ma vlastni Cislo 0 algebraické nasobnosti n — 1

7 Vs

a vlastni Cislo n algebraické nasobnosti 1.



Konstrukce matic podle polynomu

Véta: Pro libovolna by, by,...,b,_1 € T ma matice
00---0 —by
10---0 —b e
01-.0 —by | e Trxn charakterlstlcl_qll polynom

TRV (X" 4+ bp_1x" "t 4+ byx + bg)(—1)"

00-- 1 by

Didkaz: Rozvoj podle prvniho fadku dava rekurenci:

—x 0 - 0 —by “x 0 - 0 b

1 —x . —b; 1 —x . —by

01 .0 -k |=-x|0 1 0 b |+(=1)"ho
0O --- 0 1 —byp_1—x 0O --- 0 1 —-by_1—x

Uvedeny polynom je feSenim této rekurence.
(Také Ize provést p¥imo rozvoj podle posledniho sloupce.)

n .

Dusledky: Kazdy polynom > bix's b, = (—1)"
=

je charakteristickym polynomem vhodné matice.

Vypocet korentl polynomu lze prevést na vypocet vlastnich Cisel.



Koeficienty charakteristického polynomu

n .
Pozorovani: Oznaéme pa(x) = > bix’ , pak plati:
i=0
» b, =(—1)"... pouze soulin podél diagonaly v A — xI,

muze dat x", kazdy z jeho Ciniteli ma u x koeficient —1.

» by = det(A) ... dosadime x = 0 do pa(x)
> by =(-1)"" S i
i=1

¢len x"1 Ize ziskat pouze ze soutinu n linedrnich &lend
(a11 — x)(a@22 — x) - - - (apn — x) na diagonale A — x|, tak,
ze vybereme n — 1 krat vyraz —x a jedenkrat aj;.

Vybér Ize provést n zpiisoby, kde sCitance aj; v koeficientu
n

byp—1 = (—1)""1 3" a; odpovidaji rliznym vybériim (—x)
i=1

n—1



Koeficienty charakteristického polynomu

n .
Pozorovani: Oznaéme pa(x) = > bix’ , pak plati:
i=0

» b, =(—1)"... pouze soulin podél diagonaly v A — xI,

muze dat x", kazdy z jeho Ciniteli ma u x koeficient —1.
» by = det(A) ... dosadime x = 0 do pa(x)

> by = (—1)"" _Zl aji

Navic, ma-li charakteristicky mnohoclen rozklad
pa(x) = (A1 —x) (A2 —x)2--- (A — x)*, rn+ -+ rg = n, pak:

K
> by = [T A7 ... opét dosadime x = 0 do pa(x)
i=1
K
> b,_1 = (_1)n—1 SN+ 4N

. analogicky ze sou€inu (A1 — x)™* (A2 — x)2 -+ (Mg — x)"%.



Véta o Gersgorinovych kruzich

Véta: Necht A € C™". Pro kazdé vlastni &islo \ existuje
index fadku i € {1,..., n} takovy, Ze |A — a;| < > |ajl.

J#i
Cili A nalezi kruhu komplexnich &isel, ktera jsou nejvyse > |ajj]
J#i

vzdalena od aj;, tzv. Gersgorinovu kruhu.

R C

Semjon Aronovié
0 f R Gersgorin
1901-1933

Kazdé A nélezi sjednoceni téchto kruhi, coz Ize vyuzit na odhady.



Véta o Gersgorinovych kruzich

Véta: Necht A € C™". Pro kazdé vlastni &islo \ existuje
index fadku i € {1,..., n} takovy, Ze |A — a;| < > |ajl.

J#i
Diikaz: Uvazme netrivialni vlastni vektor u € C" pfislusny k .

Necht u; je slozka u s nejvétsi absolutni hodnotou.

PoloZime v = uil_u. Nyni v =1a|vj| <1proj#i.

n
V i-té rovnici soustavy Av = Av, neboli v > ajv; = Av;

j=1

odeteme od obou stran a;; a dostaneme ) a;v; = A — aj;.
J#i
Z trojahelnikové nerovnosti (Vx,y € C: |x + y| < |x| + |y|) pak

plyne: |A — aji| =

> agvi| < X lagvil = X laillvil < X2 ail.
i i JFi J#i



Aplikace — ¢isla vlastni populacim kralik{

Predpokladejme, ze chov kralikd popisuje jednoduchy zakon: napf.
letosni pocet kralikl je sou¢tem poctil z poslednich dvou let.
Necht F; oznaluje polet krélikii v roce t. Dostaneme rekurenci pro
Fibbonacciho ¢isla F; = F;_1 + Fi_».
MiZeme se ptat, jak se vyviji pomér
osciluje, nebo se stava stabilni.

Fy
[

— zda ma limitu, nebo

Totéz v jazyce matic a vektorovych prostor(:
Uvazme prostor R?, pak linearni zobrazeni f : R> — R? dano

()= (o) ()

popisuje stejnou rekurenci.
Zacneme-li napf. s jednim kralikem, dostaneme posloupnost:

50000+ ()+() =



. " . F .
Stabilni pomér FF‘ , maji vektory v = < t > splnujici:
t—1 Fi_1

f(v) = (i é) v=J\v

pro néjaké X\ € R. (Vektory v a Av maji stejny pomér.)

. 11 Ly iy . iy
Matice 10 ma dvé vlastni ¢isla, jmenovité:

A = L5 (1+2\/g> ... slozky vektoru s kaZdou iteraci

rostou

Ny = 1oV5 L 2\/5 ... zde se s kaZdou iteraci méni
1 znaménko a limita je nulovy vektor



Homogenni soustavy linearnich diferencialnich rovnic
prvniho fadu s konstantnimi koeficienty

yw = auyn + -+ + amyn air -+ adin
: : : dava A =
!

Yn = amyr + -+ +  annyn dnl ' dnn
Je-li A vlastni &islo a (vq,. .., v,,)T je prislusny vlastni vektor matice A,
potom n-tice funkci y;(x) = v;e** Ye$i danou soustavu:

vl (vie™) Avq e vi Vi

y! (vne™) Av,eM Vn Vi

avie™ 44 apv,e™ auyr +--+  awyn
Ax AX

anivié +--+ dnnVn€ aniy1 +--+ dnnYn

Poznamka: Ostatni vlastni ¢isla a vlastni vektory davaji jina dil¢i FeSeni.
Obecnym fesenim je libovolna linedrni kombinace dil¢ich FesSeni.

Zpravidla ma splnovat jesté dodatecné, tzv. okrajové podminky Glohy.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.

1. lez

2. Kolik riiznych vlastnich vektordi mize mit matice ze Z3*3?
a) 0, c)5, d)9, f) 13, h) 25,
i) 29, 0) 125.

3. Kazda singularni matice:
b) ma alespon jedno A =0,

4. Jakou posloupnost tvori koeficienty charakteristického
polynomu matice —ly?
c) binomickych koeficientd,



Komentar k reseni kvizu

1. Kromé diagonalnich mize jit napf. i o trojihelnikové matice.

2. Rozborem podle poctu vlastnich Cisel a jejich geometrickych
nasobnosti: a) zadné vlastni &islo; ¢, d, f) 1, 2 resp. 3 vlastni
Cisla nasobnosti 1 — pfrislusné jednodimenzionalni prostory se
protinaji v 0; h, o) jedno vlastni ¢&islo ndsobnosti 2, resp. 3;

i) dvé riizna vlastni &isla, jedno nasobnosti 1 a druhé 2.

3. Determinant singularnich matic je 0, a proto x déli

1
charakteristicky polynom. Matice 0 8) ma i vlastni ¢islo 1.
4. P¥imo z definice dostaneme: p_y,,(x) = det(—l10 — xl10)

=(-1-x)0=(1+x)0= _lzi(lio)x’.

=



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jakym postupem lze tlohu hledani kotenl /ibovolného
polynomu prevést na hledani vlastnich cisel?

> ProC je u vypoctu koeficientu b,_1 charakteristického
polynomu uvedeno A; + - -+ + A; a nikoli r;j\;?
ri
» Maji vSechny linedrni rekurence na R limitu podilu
dvou po sobé jdoucich hodnot, nebo ji nékteré nemaji?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Charakteristicky polynom nékdy byva definovéan jako det(xl — A).
Vedouci ¢len ma v ném vzdy kladné znaménko.
Pojem ,,charakteristicky polynom* zavedl 1839 A.-L. Cauchy.

Historie koren(li charakteristického polynomu jde proti vykladu:
Vztah fesSeni diferencidlnich rovnic nebeské mechaniky ke korentim
polynomu je zndma z cca 1780. Vyjadreni pomoci determinanti je
z cca 1830, souvislost s vlastnostmi matic je z cca 1880. Moderni
pojeti témat vychéazejici z rovnice Av = A\v se ustélilo az cca 1940.

Konstrukce matice podle predepsaného charakteristického
polynomu se nazyva angl. ,,Companion matrix"“, ném.
., Begleitmatrix", ¢esky doprovodnad matice apod.



