Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice: Pro vektorovy prostor V' nad télesem T a linearni
zobrazeni f : V. — V/, viastni Cislo zobrazeni f je jakékoliv A € T,
pro které existuje vektor v € V' \ 0 takovy, ze f(v) = Av.

Vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu A

je libovolny vektor v € V takovy, ze f(v) = Av.

Ma-li V' koneCnou dimenzi n, pak f mize byt reprezentovano
matici A = [f]g g € T"*" vzhledem k néjaké bazi B prostoru V.

Obdobné tak mizeme nadefinovat viastni cisla A € T a
vlastni vektory v € T" matic — ty museji spliovat Av = Av.

Mnozina vSech vlastnich &isel matice je jejim spektrem.



Ukazky — linearni zobrazeni v rovingé R?

Osovéa symetrie podle osy 2. a 4. kvadrantu
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Zadna realna vlastni ¢isla ani vlastni vektory
neexistuji.

Projekce na prvni souradnici
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Zvétseni s faktorem 2
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AL =2 Kazdy vektor je vlastni vektor.

Linearni zobrazeni dané matici
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Vlastni vektory a vlastni Cisla diagonalni matice D

Soustavu linearnich rovnic

di1 0 ... 0 Vi di1vq
" : v dro v
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splnuji nasledujici vlastni ¢isla a vlastni vektory:
A=diiav=e = (1,0,0,...,0)T,
A=dpav=ey=(0,1,0,...,0)7,
A=dmav=e,=(0,0,...,0,1)".

Vlastni &isla D jsou prvky na diagonale,
a vlastni vektory tvofi standardni bazi prostoru T".



Vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektort

Pozorovani: Vlastni vektory odpovidajici stejnému vlastnimu &islu
tvofi podprostor.

Dakaz: Uvazme vlastni Cislo A linedrniho zobrazeni f : V — V a
mnozinu U ={v € V : f(v) = \v}
Pro jakékoli u,v € U at € T dostaneme:
> f(tu) = tf(u) = tAu = \(tu),
> f(u+v)="~f(u)+f(v) = u+v=X\Nu+v).
Proto je U uzavien na scitani a skalarni nasobky,
t.j. U je podprostor prostoru V.

Definice: Geometricka nasobnost vlastniho Cisla
je dimenze podprostoru jeho vlastnich vektor(.



Vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektort

Véta: Necht f : V — V je linedrni zobrazeni, A1, ..., A jsou riizna

vlastni &isla f a vy,..., vy odpovidajici netrividlni vlastni vektory.
Potom vi,..., v, jsou linedrné nezavislé.

Dakaz: Predpokladejme pro spor, ze k je nejmensi Cislo, pro které
existuji A\1,..., Ak a vi,..., Vg odporujici vété, t.j. existuji

K
koeficienty a1,...,ax € T \ 0 takové, ze " ajv; = 0.
i=1

k k
Vektor 0 vyjadiime poprvé: 0 = A\ 0 = A\, > ajvi = > Aeajv;,
i=1 i=1

k k - k
a podruhé: 0 = f(0) = f (Z a,-v,-> =3 aif(vi) = X Niajv;,
i=1 i=1 i=1

k k k—1
odtud: 0 =0—-0 = Z Ajajv; — Z Akajvi = Z ()\,‘ — /\k)a,-v;.
i=1 i=1 i=1

Protoze \; # Ay dostaneme (\; — \)a; # 0.
Jiz v, ..., vik_1 jsou linedrné zavislé, coz je spor s minimalitou k.



Vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektort

Véta: Necht f : V — V je linearni zobrazeni a A1, ..., A jsou
rizna vlastni Cisla £ a vy, ..., vx odpovidajici netrivialni vlastni
vektory. Potom vy, ..., vk jsou linedrné nezavislé.

Dasledek: Matice Fadu n maji nejvyse n riznych vlastnich Cisel.

. v T" lIze nalézt jen n linedrné nezavislych vektor, ale ne vice.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otdzek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. lez

2. Je-li (1,1,...,1)T vlastnim vektorem A, pak A m4 stejné:

e) radkové soucty,
3. Mnozina vlastnich vektorli matice A € T"*" obsahuje vsechny
vektory standardni baze prostoru T", pravé kdyz matice A je
b) diagonalni,
4. Kolik je linearnich zobrazeni f : Z2 — 72 s vlastnim &islem 3
geometrické nasobnosti 27 b) 1,



Komentar k reseni kvizu

1. Napt. standardni baze pro identitu ma jen A = 1.

2. V i-tém ¥adku soutinu A(1,...,1)" je radkovy soucet
aj1 + -+ ajp aten jeroven \-1.

3. Rovnosti Ae; = \;e; udava, ze i-ty sloupec matice A obsahuje
A; na diagonale a jinak nuly. Prvni a posledni moZnost neplati,
protoze vlastni Cislo A; nemusi byt 1 a miize byt O.

4. Z geometrické nasobnosti 2 vyplyva, Ze kazdy vektor ze 72
je vlastni vektor zobrazeni f. To je pak jediné: f(u) = 3u.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Proc v definici vlastniho isla pozadujeme nenulovost
vektoru u, zatimco u vlastnich vektord ji pripoustime?

> Mohou byt i jiné vektory neZ vektory standardni baze
vlastnimi vektory diagonalni matice?

» Proc se podprostory odpovidajici rliznym vlastnim vektortim
protinaji pouze v pocatku?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Vlastni Cislo a vlastni vektor se v angli¢tiné
obvykle nazyvaji eigenvalue a eigenvector.

Termin zaved| D. Hilbert v roce 1904, patrné
v névaznosti na oznaceni ,Eigenténe” od
H. von Helmholtze z roku 1862 pro zakladni
tén rady alikvétnich ténd.

David Hilbert
1862-1948

. Eigen” znamend ,vlastni” v némciné a holandstiné.



