Pocet koster grafu

Definice: Kostra souvislého grafu G je jeho podgraf, ktery je
stromem (souvisly, bez cykld) a obsahuje viechny vrcholy G.

Pocet koster grafu G se znali x(G).
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Grafové operace

G ii G—e Goe

Znaceni: Odebranim hrany e z grafu G vznikne graf G — e.
Pozorovani: Odebranim hrany se graf miZe stat nesouvisly
(odebranim tzv. mostu). Nesouvislé grafy nemaji Zadnou kostru.
Definice: Kontrakce hrany e = (u, v) spociva v odebréni e a
slou¢eni u a v do jednoho vrcholu. Ostatni hrany zlstavaji.
Pozorovani: Kontrakci mohou vzniknout nasobné hrany a smycky.
Definice: Zobecnéni grafu na strukturu s ndsobnymi hranami a
smyckami se nazyva multigraf. Kostry multigrafl spliuji:

> Z4dné kostra neobsahuje smyku (jde o cyklus délky 1).
» Riizna vldkna nasobné hrany odpovidaji riiznym kostram.



Rekurence pro hranu (nikoli smycku)

G Goe
e
K(G) = + k(Goe)
e

kostry s hranou e
. . — p¥i dekontrakci
hranu e pfidame



Cast stromu stromu rekurence

A lg:
AR N e
:;&;Cg;

1 pro smyéku e plati: K(G) = k(G — €)

Strom rekurence mize byt exponencialné velky vzhledem
k velikosti ptvodniho grafu.



Determinanty — pocet koster grafu
Definice: Laplaceova matice grafu G na Vg = {v1,..., v} je
L; € R™ takova, Ze:
deg(v;) proi=j
(Lg)j=4-1 jestlize i # j a (vi,v)) € Eg
0 jinak

Pozorovani: Laplaceova matice L je singularni.
Pozorovéni: Pokud G neni souvisly, pak LY je singularni.

. soulet radkid odpovidajicich vrcholdim komponenty je nulovy.
Véta: Kazdy G na alespon dvou vrcholech ma det Llcl koster.
Pozorovani i véta plati také pro multigrafy, pokud:

» —(Lg)jj pro i # j je nasobnost hrany (vj, v;).

» deg(v;) zahrnuje hrany s nasobnostmi, ale ne smycky,
Cili pro smycku e plati: Lg = Lg_¢



Determinanty — pocet koster grafu

Laplaceova matice

2 -1 -1 0 0 0
G 1 3 -1 -1 0 0

2 3
|-t -1 3 0 -1 o0
C= o -1 0 2 -1 0

A 5 6 0 0 -1 -1 3 -1
* 0o 0 0 0 -1 1

3 -1 -1 0
-1 3 0 -1
detltq=|-1 0 2 -1
0 -1 -1 3 -1
0 0 0 -1 1
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Vlastnosti det L7

3 -1 -1 0
-1 3 0 -1
detld=-1 0 2 -1
0 -1 -1 3 -1
0o 0 0 -1 1
1 0

-1 3 0 -1 0
-1 0 2

0 -1 -1 3 -1
0 0 0 -1 1

o O O

-1 -1 0 0 0
-1 3 0 -1 0
=(-1):|-1 0 2 -1 0 = —det L%

0O -1 -1 3 -1
o 0 o0 -1 1

Analogicky pro sloupcové operace dostavame: det L% = — det LZ.
Disledek: Pro libovolné i,j € {1,...,n} : det L{ = (—1)" det LY.




Laplaceovy matice izomorfnich grafii

1 6
0 0

2 -1 -1.0 0 0 ’ 2 -1 0 -1
-1 3 -1 -1 0 0 G G -1 3 -1 0 -1 0
|1 -1 3 0 -1 0 2 3 4 5 Lo_]0 -1 1 0 0 0
c“lo -1 0 2 -1 0 “7l-1 0 0 3 -1 -1
0 0 -1 -1 3 -1 0 -1 0 -1 3 -1
o0 0 0 -1 1) , 5 6 1 s 3 00 0 -1 -1 2

3 -1 -1 0 O 2 -1 0 -1 0 3 -1 0 -1 0
-1 3 0 -1 0 -1 3 -1 0 -1 -1 1 0 0 O
-1 0 2 -1 0(=(0 -1 1 O O|=|0 O 3 -1 -1
0o -1 -1 3 -1 -1 0 0 3 -1 -1 0 -1 3 -1
o 0 0 -1 1 0 -1 0 -1 3 o 0 -1 -1 2

Matice L%_;l, L6G6, se lisi pouze permutaci radkii a sloupcii podle .
Toto 7 se aplikuje dvakrat: na fadky a na sloupce.
| kdyz sgn(m) = —1, celkové znaménko determinantu se nezméni.



Souvislost mezi rekurenci a linearitou determinantu

k(G) = k(G — &) + k(G oe) = det L _+det LI Z det L1

2 -1 -1 0 0 0
-1 3 -1 -1 0 0 . C
-1 -1 3 0 -1 0

-1 0 2 -1 0

o 71 -1 3 -1
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o
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Souvislost mezi rekurenci a linearitou determinantu

k(G)=kr(G—e)+r(Goe)= —FdetLlc_;loezdetLlG1

2 -1 -1 0 0
-1 3 -1 -1 0
-1 -1 3 0 -1
-1 0 2 -1
o -1 -1 3 -1
0 0 0o -1 1

0o -1

0

0

0
1 0 0 0
0

LG—e = 01

0
0

3 -2 -1 0
-2 3 0 -1
Leee=|-1 0 2 -1 LY. =cC
0o -1 -1 3 -1
0 0 o0

-1 1

Le = LE=A

o O O



Souvislost mezi rekurenci a linearitou determinantu

k(G) =k(G—e)+Kk(Goe)= +det LY =det LY
3 -1 -1 0 0 +1 -1 -1 0 0
-1 3 0 -1 0 +0 3 0 -1 0
detA=|-1 0 2 -1 0= +0 0 2 -1 0=
o -1 -1 3 -1 +0 -1 -1 3 -1
0 0 0o -1 1 +0 0 0o -1 1
-1 -1 0 0
3 0 -1 0
0 2 -1 0]|=

I
4
cCooor

= + 0 =det 5 +detC




Diikaz véty
Véta: Kazdy multigraf G s |Vg| > 2 spliuje r(G) = det LY.
Dikaz: Pro nesouvislé plati: 0 = 0. Jinak indukci podle m = |Eg]|.
M3-li G smy¢ku e, pak k(G) = k(G —e) = L = LY.
Zaklad indukce: souvisly dvouvrcholovy G bez smycek spliuje:
Kk(G) = |Eg| = deg(v2) = (Lg)22 = det L.
Indukéni krok: Zvolme libovolnou e € Eg, b.d.n.o. e = (vi, v2).
Oznaéme A = L1, aC=1LY .
C je podmatice L¢ odpovidajici va, ..., v,, tedy C = All = B!
Z indukéniho predpokladu k(G — e) = det B, k(G o e) = det C.
Matice A a B jsou shodné kromé by;; = a;; — 1, protoze

vypusténim e klesne stupen v, o jedna. Prvni sloupec A vyjadfime
jako soucet prvniho sloupce B a vektoru e; ze standardni baze.

Linearitou det A podél tohoto rozkladu prvniho sloupce
ziskdme det A = det 5 + det C. Nyni dokon¢ime:

K(G) = k(G — €) + k(G o ) = det +det LY =det LY



Kostry dplnych grafii — Cayleyho vzorec
Véta: Uplny graf K, ma n"~2 koster.

Duikaz: n—-1 -1 ... -1
k(Ky) = det LI = Lon-1
S
-1 -1 n-—1
n—1 -1 -1 -1 1 -1 -1
—n n 0 0 0 n 0
@ -n 0 n | @ 0 0 n
: : . .0 : :
—n o ... O n 0 O

(1) odettenim prvniho Fadku od ostatnich
(2) pri¢tenim ostatnich sloupci k prvnimu

(3) protoze Lj! i ostatni matice jsou Fadu n — 1




Kviz — reseni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Kolik —1 obsahuje Laplaceova matice Gplného bipartitniho
grafu K n? c) 2mn,
2. Rekurenci pro pocet koster cyklu C, lze interpretovat tak, ze
a) cyklus C, ma o jednu kostru vic nez C,_1,

c) cyklus C, ma tolik koster, co C,—1 a P,_1 dohromady.

3. Strom T ma jednu kostru, protoze vrcholy stromu Ize
vz v . 1,n .
usporadat tak, ze matice L} je

i) matice s determinantem (—1)"*1.

4. lez



Komentar k reseni kvizu

1. Kazda z mn hran (v;, vj) odpovida dvéma —1 = [;; = I
2. Vztah je: k(Cp) = K(Cph — €) + K(Cho€e) = k(Py) + k(Ch_1),
pricemz k(P,) =1 a k(Ch—1) = n— 1.

3. Pro hvézdu K3 plati, ze L}g; je jedna z matic:

-110 -1 3 -1 0 1 -1 0 1 0
-101),{ 0 -1 1 ),|-1-13 |afo0 0 1],
-100 0 -1 0 0 0 -1 -1 -1 -1

coz vylu€uje pripady a—h). P¥ipad i) plyne z pravidla o det LY.
4. Napt. zdvojenim hran u prostiredniho vrcholu cesty P

dostaneme 4 kostry a ne jen 2.

Ve skute€nosti v Lg zdvojnasobime i ostatni prvky v i-tém

sloupci a zvysime nékteré prvky na diagonale.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jakym zplisobem by bylo potfeba upravit vypocet a diikaz pro
uréeni poCtu koster nesouvislého grafu?
(Kostrou zde rozumime maximalni podgraf na vSech vrcholech
grafu, takovy, ze nema zadné cykly.)

> Jak se zméni rekurence, matice a diikaz v pripadé,
kdy je za hranu e vybrana smycka?

» Jak vypadaji Laplaceovy matice grafii s mosty a artikulacemi?

» Proc je v dlikazu vyuzita indukce podle poctu hran a ne podle
poctu vrchold?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Laplaceova matice byva také nékdy nazyvana
Kirchhoffova matice. Je diskrétni verzi tzv.
Laplaceova operatoru nazvaného po fran-
couzském matematiku P.-S. de Laplaceovi,
ktery jej pouzil pti studiu nebeské mechaniky.

Laplaceovy matice souviseji s algebraickou
souvislosti grafu, objevenou v roce 1973
ceskym matematikem Miroslavem Fiedlerem

Pierre-Simon

de Laplace

Cayleyho vzorec byl objeven Carlem Wilhelmem Borchardtem
(1817-1880) v roce 1860 a byl dokazan pomoci determinantu.

V kratké poznamce z roku 1889 Arthur Cayley (1821—-1895)
vzorec rozsitil v nékolika smérech. | kdyz se Cayley odvolaval na
Borchardtiiv ¢lanek, vzorec uz zistal pojmenovan po ném.



