Adjungovana matice
Laplaceiiv rozvoj: Pro A€ T"" a kazdé i € {1,...,n} plati:
n L. ” .
det A= Y aj(—1)"/ det AY, kde AY je podmatice
j=1
ziskana z A odstranénim j-tého fadku a j-tého sloupce.
Ukazka: Rozvoj determinantu podle druhého radku

1 2 5
A= 2 3 of=2(—12+ 2 2322l 20
3 5 3 5 3 3 3

Definice: Pro matici A € T"™" je adjungovana matice adj A
definovand (adj A);; = (—1)""/ det A.

... faktory Laplaceova rozvoje podél i-tého radku A
ukladame do i-tého sloupce adj A.

. . - 25
Ukazka (adj A)12 _ (_1)2+1 " . .
9 19 -—15 5 3
adjA=]|-6 —12 10 5 5
1 -1 = - ’5 3‘ =19



Adjungovana matice a inverzni matice

.. L. . . a—1_ 1 .
Véta: Pro regularni matici A€ T™": A~ = 4 adj A.
Ukazka:

1 25
Al = |2 3 0/=9+50+0—45-0—12=2

353

—15
adjA = —12
9/2 19/2 —15/2

Al = adjA=|-3 -6 5

detA 1/2 1/2 —1/)2

1 2 5\ [9/2 19/2 —15/2 100
Zkouka: |2 3 0| -3 -6 5 |=]0 10
35 3/ \1/2 172 -1/2 00 1



Adjungovana matice a inverzni matice

Véta: Pro regularni matici Ae T"<": A~! = ﬁ adj A.
Dakaz: Laplaceovym rozvojem det A:

(i-ty Fadek z A) - (i-ty sloupec z adj A) = det A
pro j # i: (j-ty Fadek z A) - (i-ty sloupec z adj A) = det A’ =0,
kde A’ se ziska z A nahrazenim i-tého ¥adku za j-ty.

Tedy: A-adjA=detA-1= A- (glyadjA) =1

Ukazka: Prvek soucinu na diagondle pro i =2: (A-adjA)x =

= |A|

1 2 5
2.(=12 1|2 43 (12|t dqo (o]t 222 3 0
5 3 3 3 3 5
3 5 3
Prvek sou¢inu mimo diagonalu pro i =2aj=1: (A-adjA)y; =
1 2 5
(=12 2 S oz b S cees |t 22| 2 5| —0
5 3 3 3 3 5 3 5 3




Cramerovo pravidlo

Véta: Necht A € T"*" je regularni matice. Pro jakékoli b € T"
feSeni x soustavy Ax = b spliuje x; = ﬁ det A;_p,
kde A;_,p ziskdme z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b.

Ukézka: Redeni soustavy Ax = b = (7,4,9)7 Ize ziskat vypottem:

725 175 127
detAip, =14 30| =4, detAr_p, =240/ =0, detAzp=1|234| =2
953 303 359
det A1_,p 1 4 2
Proto x = —— | det A =—10|=10
det A 2=b 7
det A3 _,p 2 1
Zkouska:

1 2 5\ /2 7
Ax = (2 3 0> (o) = (4) = b
3 5 3/ \1 9



Cramerovo pravidlo
Véta: Necht A € T"*" je regularni matice. Pro jakékoli b € T"
feSeni x soustavy Ax = b spliuje x; = ﬁ det A;_p,
kde A;_,p ziskdme z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b.

Dikaz: Oznaéme ay, ..., a, sloupce matice A.
n
Soustavu Ax = b lze ptepsat po sloupcich na vztah lejaj = b.
J:
Z linearity determinantu podle i-tého sloupce dostavame:
() N
i»y xa =1
(*) rozepsano: =1
n
211...2)@'31]...21,7 ail ...ai ... ain ail...anp...3ain
j=1
: N =X : I
Am ... Y Xjanj ... ann anl -.-apl ... ann anl ... ann .. anm
j=1

> detAja =0 proi#j, nebot i-ty sloupec je shodny s j-tym.

> V jediném clenu A;_5 = A k Zzddnému nahrazeni nedoslo.



Cramerovo pravidlo
Véta: Necht A € T"*" je regularni matice. Pro jakékoli b € T"
feSeni x soustavy Ax = b spliuje x; = ﬁ det A;_p,
kde A;_,p ziskdme z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b.

Kratky dikaz: VyuZijeme pravidlo pro determinant soucinu.

Uvazme matici |;_,x ziskanou z |,

nahrazenim i-tého sloupce vektorem x. Ly |1
AN
0| |
Potom A - l;i,x = Ai_p, A
tedy det A - detl;_x = det A;_p,
proto x; = det l; ., = ﬁ det A;_,p. & aj b

Ai—>h



Rizné druhy obalu mnoziny v euklidovském prostoru

Pro mnozinu M = {uwy,...,u} CR"
Podprostor generovany M
neboli linedrni obal je:

/., R

C
u;

— span(M)

span

]

k
aju;, a; € R} 0
=1

span(M) = {
K K

Afinni obal: A = { aiui,a €R, > a = 1}
=1 i=1

... nejmensi posun podprostoru obsahujici M.

1

K K
Konvexni obal: C = {Z ajuj, a; € [0,1], > a; = 1}
i=1 i=1

... nejmensi konvexni mnozina obsahujici M.

k
Rovnobé&Znostén uréeny M: R = {Z aju;, a; € [0, 1]}
i=1



Geometricky vyznam determinantu

Véta: Pro uy,...,u, € R" je objem rovnobéznosténu R daného
uy,...,up, roven |det A|, kde uy, ..., u, jsou sloupce (fadky) A.
Ukazka: Plocha S(R) rovnob&zniku daného vektory u, v z R?:
up + v Vi -
v, LS |%
/
%/ S(R)
u 2y
Sa| Sc
0 up U1+

S(R) = (u1 +v1)(u2 4+ v2) —2(5,+ Sp + 5¢)
=unuy+ tqvo+vitp +Vvivo — Uilr — ViV —
u v uy u

Vi w2

= vy —vily = W




|dea diikazu — elementarni Gpravy zachovavaji objem

Aplikovano na transpozici det(AT) = det A; vektory jsou radky.

tu
h
1
up Uz U1 u _ |1 w2
vi W vi+tur  vottus 0 Vé

V.
\

I
um+t'0 wm+t'Vg
0 V4




Geometricky vyznam determinantu

Véta: Pro uy,...,u, € R" je objem rovnobéznosténu R daného
uy,...,up, roven |det A|, kde vektory uy, ..., u, tvofi sloupce A.

Znaceni: Objem télesa V' C R" znadime vol(V).

Disledek: Pro linedrni zobrazeni f : R” — R” a matici tohoto
linedrniho zobrazeni [f]g g vzhledem k néjaké bazi B plati,
ze pfi provedeni zobrazeni f se objemy téles méni nasledovné:

vol(f(V)) = |det([f]g,B)]| - voI(V)

Idea: Objem se definuje ptes déleni V' na hyperkrychle, jejichz
velikost se blizi k 0. Hyperkrychle se zobrazi na rovnobéznostény

s objemy zméné&nymi faktorem |det([f]g £)|, protoZe matice [f]e £
obsahuje jako své sloupce obrazy vektoril pfirozené baze.

Pro jiné baze: det([f]B,B) = det([id]E,B[f]Ef[id]B’E) =

det([id]Bf)_l det([f]E7E) det([id]Bf) = det([f]E,E)



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otdzek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Kolik aritmetickych operaci je tfeba na vypocet inverzni
matice fadu n pomoci adjungované matice, kdyz kazdy
z determinantl po¢itdme Gaussovou eliminaci?
d) ~ n®,

2. lez

3. Pravda Celotiselna redlnd matice A ma celociselnou
inverzni matici, pravé kdyz det A = +1.

4. Adjungovana matice k singuldrni ¢tvercové matici
c) je singularni,



Komentar k reseni kvizu

1. Vypolet n? prvkii, Gaussova eliminace pokazdé ~ n® operaci.

2. V dusledku je jen i-ta slozka nulova: x; = 9t 4ime — 0 — 0,

3. Dopredna implikace plyne z celociselnosti adjungované matice.
Zpétna implikace: Je-li det A = q € Z, pak det(A™ 1) = %.
Pro |g| > 2 je % ¢ 7, a proto A~ nemiize byt celotiselna.

4. Existence plyne z definice, nenulovost napt. z jednickové
matice fadu 2. Kdyby adj A byla regularni, pak ze vztahu
A - adjA =det A -l vyndsobenim regularni inverzi dostaneme
A =detA-(adjA)~! = 0 co? je spor, protoze existuji i
nenulové singularni matice A.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Kolik aritmetickych operaci je asymptoticky potieba
k vypoctu feseni soustavy Cramerovym pravidlem a kolik pfi
pouziti Gaussovy eliminace? Podobné, jak vychazi srovnani
pro vypocet inverzni matice pomoci adjungované matice?

> Jaky je vztah mezi fadky Ci sloupci adjungované matice adj A
a vektory z jadra matice ker A?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

G. Cramer publikoval své pravidlo bez
diikazu v roce 1750, i kdyz bylo zndmo
o sto let dfive G. W. Leibnizovi.

Gabriel Cramer
1704-1752

Termin ,adjungovana matice” odpovida angl. adjugate matrix,
zatimco adjoint matrix znamena Cesky hermitovskou transpozici.



