Linearita determinantu

Véta: Determinant matice je linedrné zavisly na kazdém jejim
fadku a sloupci, tj. vzhledem ke skaladrnimu nasobku fadku:
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Dikaz pro skalarni nasobek
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Ukazka linearity viici souctu
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(%) ... byly pouzity distributivni, asociativni a komutativni axiomy
pro algebraickou manipulaci s témito Cleny.



Dikaz pro soucet
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Dikaz pro soucet
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Linearita determinantu

Véta: Determinant matice je linedrné zavisly na kazdém jejim
fadku a sloupci.

Dasledek: Pri¢tenim skalarniho nasobku fadku k jinému se
determinant nezméni; analogicky pro sloupce.

Neformalni dikaz:
_aio+t'ajo___aio_

—3je—| _ |[—aie—

dje — dje —
Disledek: Je-li A singularni, pak det A = 0.

Dikaz: Zavisly fadek Ize eliminovat na nulovy fadek.



Vypocet determinantu

Upravami na odstupnovany tvar nad Zs:
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0324 (0324 (00071 (0001

Pouzité lpravy:
1. pfic¢teni 3-nasobku prvniho fadku k druhému a
pri¢teni (1-nadsobku) prvniho ¥adku ke tfetimu
2. prerovnani fadki podle permutace s cykly ((1),(2,3,4))
sgn = 1, proto tato operace nezméni znaménko

3. pri¢teni tretiho sloupce k druhému



Determinant soucinu

Véta: Pro libovolné A, B € T"*" : det(AB) = det Adet B.

Dikaz: B.d.n.o. A i B jsou regularni, jinak dostaneme 0 = 0.

Souciny s elementarnimi maticemi zachovavaji determinant
det(EB) = det E det B, protoze:

P> pro pricteni i-tého fadku k j-tému: det E =1,

» pro vynasobeni j-tého fadku t: det E = t.
(Z téchto dvou lze odvodit ostatni operace.)
RozloZime reguldrni A na elementadrni matice A = E; - - - Ej.
det(AB) = det(E; - - - ExB) = det E; det(E, - - - ExB) =
det E; - --det Ex det B = det(E; - - - Ex) det B = det Adet B
Dasledek: det(A~1) = (det A)~L.
Dtikaz: det Adet(A™1) = det(AA™!) =detl =1

Diisledek: A je regularni pravé kdyz det A # 0.



Laplaceliv rozvoj

Notace: AY je podmatice ziskana z A odstranénim i-tého ¥adku a
j-tého sloupce.

Véta: Pro Ac T"™" kde n > 2, a kazdé i € {1,...,n} plati, ze:
n
det A= a;(—1)"" det AY
j=1

Dakaz: Vyjadiime i-ty fadek jako linedrni kombinaci vektori

kanonické baze (transponované do fadki) a pouzijeme linearitu:
T T T
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Ukazka Laplaceova rozvoje
Rozvoj podél prvniho radku:
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Pro uréeni znaménka druhého determinantu:
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79
1. z&ména sloupcil transpozici (1,2) zméni znaménko
2. zbytek prvniho Fadku neovliviiuje determinant

3. pevny bod (1) je vyloucen ze viech permutaci a ¥ad matice se
snizi o jedna



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Ma-li matice ¥adu dva nad télesem Zs determinant hodnoty 4,

pak determinant jeji tfeti mocniny je roven:
e) 4,

2. Determinant matice A€ R"*", n€ N, kde ajj =i+ j je

c) roven nule pro nekone¢né mnoho hodnot n,

3. Vztah det(A + B) = det A + det B pro matice stejného fadu:

d) plati, pokud ma A vsechny sloupce nulové.



Komentar k reseni kvizu

1. Z pravidla o determinantu soucinu
det(A3) = det(AAA) = det(A) det(A) det(A) = 43 = 4

2. Rozdil dvou po sobé jdoucich radki je radek se samymi
jednickami. Pro n > 3 je A singularni a plati det A = 0.

3. det(0+ B) =det B =0+ det B = det0 + det B.
/Zbylé dva pripady neplati, protipfikladem je napt.:
’1+1 0+0 :’2 0 :2#“1:’1 of |t 0’

040 1+0 |0 1 0 ol 1




Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Platila by linearita determinantu, pokud bychom v definici
opomnéli znaménko?

> Jaka je slozitost vypoctu pti rekurentnim pouziti Laplaceova
rozvoje? Miize byt pro néjaké matice tento postup efektivni?

» Proc je mozné pri vypocltu determinantu libovolné stridat
radkové Gpravy se sloupcovymi?



