
Linearita determinantu
Věta: Determinant matice je lineárně závislý na každém jej́ım
řádku a sloupci, tj. vzhledem ke skalárńımu násobku řádku:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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a vzhledem ke sč́ıtáńı řádk̊u:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Důkaz pro skalárńı násobek
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Ukázka linearity v̊uči součtu∣∣∣∣∣∣∣
b11 + c11 b12 + c12 b13 + c13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =

= (b11 + c11)a22a33 + (b12 + c12)a23a31 + (b13 + c13)a21a32
−(b11 + c11)a23a32 − (b12 + c12)a21a33 − (b13 + c13)a22a31

(∗)
= (b11a22a33 + b12a23a31 + b13a21a32

−b11a23a32 − b12a21a33 − b13a22a31) +
(c11a22a33 + c12a23a31 + c13a21a32

−c11a23a32 − c12a21a33 − c13a22a31)

=

∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 b13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 c13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
(∗) . . . byly použity distributivńı, asociativńı a komutativńı axiomy

pro algebraickou manipulaci s těmito členy.



Důkaz pro součet

Pokud matice A, B, C splňuj́ı akj =
{

bij + cij když k = i a
bkj = ckj když k ̸= i , pak

det A =
∑

p∈Sn

sgn(p)
n∏

k=1
ak,p(k)

=
∑

p∈Sn

ai ,p(i) sgn(p)
∏

k∈{1,...,n}\i
ak,p(k)
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∑

p∈Sn

(
bi ,p(i) + ci ,p(i)

)
sgn(p)

∏
k∈{1,...,n}\i

ak,p(k)
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p∈Sn

bi ,p(i) sgn(p)
∏

k∈{1,...,n}\i
bk,p(k)

+
∑

p∈Sn

ci ,p(i) sgn(p)
∏

k∈{1,...,n}\i
ck,p(k)

=
∑

p∈Sn

sgn(p)
n∏

k=1
bk,p(k) +

∑
p∈Sn

sgn(p)
n∏

k=1
ck,p(k)

= det B + det C



Důkaz pro součet

Splňuj́ı-li matice A, B, C :
{

aij = bij + cij pro pevné i ∈ N, ∀j ,
akj = bkj = ckj pro ∀k ̸= i a ∀j , pak:

det A =
∑

p∈Sn

sgn(p)
n∏

k=1
ak,p(k) =

=
∑

p∈Sn

sgn(p)a1,p(1) · · · ai−1,p(i−1) ai,p(i) ai+1,p(i+1) · · · an,p(n)

=
∑

p∈Sn

sgn(p)a1,p(1) · · · ai−1,p(i−1)(bi,p(i)+ ci,p(i)) ai+1,p(i+1) · · · an,p(n)

=
∑

p∈Sn

sgn(p)b1,p(1) · · · bi−1,p(i−1) bi,p(i) bi+1,p(i+1) · · · bn,p(n)

+
∑

p∈Sn

sgn(p)c1,p(1) · · · ci−1,p(i−1) ci,p(i) ci+1,p(i+1) · · · cn,p(n)

=
∑

p∈Sn

sgn(p)
n∏

k=1
bk,p(k) +

∑
p∈Sn

sgn(p)
n∏

k=1
ck,p(k) = det B + det C



Linearita determinantu

Věta: Determinant matice je lineárně závislý na každém jej́ım
řádku a sloupci.

Důsledek: Přičteńım skalárńıho násobku řádku k jinému se
determinant nezměńı; analogicky pro sloupce.

Neformálńı důkaz:∣∣∣∣∣— ai• + t · aj• —
— aj• —

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣— ai• —
— aj• —

∣∣∣∣∣ + t ·
∣∣∣∣∣— aj• —
— aj• —

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣— ai• —
— aj• —

∣∣∣∣∣
Důsledek: Je-li A singulárńı, pak det A = 0.

Důkaz: Závislý řádek lze eliminovat na nulový řádek.



Výpočet determinantu

Úpravami na odstupňovaný tvar nad Z5:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 4 2
2 1 3 0
4 1 3 1
0 3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 4 2
0 0 0 1
0 4 2 3
0 3 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 4 2
0 4 2 3
0 3 2 4
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 2
0 1 2 3
0 0 2 4
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

Použité úpravy:
1. p̌ričteńı 3-násobku prvńıho řádku k druhému a

p̌ričteńı (1-násobku) prvńıho řádku ke ťret́ımu
2. p̌rerovnáńı řádk̊u podle permutace s cykly ((1), (2, 3, 4))

sgn = 1, proto tato operace nezměńı znaménko
3. p̌ričteńı ťret́ıho sloupce k druhému



Determinant součinu
Věta: Pro libovolné A, B ∈ T n×n : det(AB) = det A det B.

Důkaz: B.ú.n.o. A i B jsou regulárńı, jinak dostaneme 0 = 0.
Součiny s elementárńımi maticemi zachovávaj́ı determinant
det(EB) = det E det B, protože:
▶ pro p̌ričteńı i-tého řádku k j-tému: det E = 1,
▶ pro vynásobeńı i-tého řádku t: det E = t.

(Z těchto dvou lze odvodit ostatńı operace.)
Rozlož́ıme regulárńı A na elementárńı matice A = E1 · · · Ek .
det(AB) = det(E1 · · · EkB) = det E1 det(E2 · · · EkB) =
det E1 · · · det Ek det B = det(E1 · · · Ek) det B = det A det B

Důsledek: det(A−1) = (det A)−1.
Důkaz: det A det(A−1) = det(AA−1) = det I = 1

Důsledek: A je regulárńı právě když det A ̸= 0.



Laplace̊uv rozvoj
Notace: Aij je podmatice źıskaná z A odstraněńım i-tého řádku a
j-tého sloupce.

Věta: Pro A ∈ T n×n, kde n ≥ 2, a každé i ∈ {1, . . . , n} plat́ı, že:

det A =
n∑

j=1
aij(−1)i+j det Aij

Důkaz: Vyjáďŕıme i-tý řádek jako lineárńı kombinaci vektor̊u
kanonické báze (transponované do řádk̊u) a použijeme linearitu:
(ai1, ai2, . . . , ain) = ai1eT

1 + ai2eT
2 + · · · + aineT

n∣∣∣∣∣. . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain
. . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣ = ai1

∣∣∣∣∣. . . . . . . .
1 0 . . . 0
. . . . . . . .

∣∣∣∣∣ + ai2

∣∣∣∣∣. . . . . . . . . .
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣ + · · · + ain

∣∣∣∣∣. . . . . . . .
0 . . . 0 1
. . . . . . . .

∣∣∣∣∣
j-tý člen:

∣∣∣∣∣. . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣. . . . . . . .
— eT

j —
. . . . . . . .

∣∣∣∣∣ = (−1)i+1
∣∣∣∣∣— eT

j —
. . . . . . . .
. . . . . . . .

∣∣∣∣∣ =

= (−1)i+1+j+1
∣∣∣∣∣ — eT

1 —
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣ = (−1)i+j
∣∣∣∣ 1 0T

0 Aij

∣∣∣∣ = (−1)i+j det(Aij)



Ukázka Laplaceova rozvoje
Rozvoj podél prvńıho řádku:∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 0
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣5 6
8 9

∣∣∣∣∣ − 2
∣∣∣∣∣4 6
7 9

∣∣∣∣∣ + 3
∣∣∣∣∣4 5
7 8

∣∣∣∣∣
= −3 − 2 · (−6) + 3 · (−3) = 0

Pro určeńı znaménka druhého determinantu:∣∣∣∣∣∣∣
0 2 0
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0
5 4 6
8 7 9

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0
. 4 6
. 7 9

∣∣∣∣∣∣∣ = −2
∣∣∣∣∣4 6
7 9

∣∣∣∣∣
1. záměna sloupc̊u transpozićı (1, 2) změńı znaménko
2. zbytek prvńıho řádku neovlivňuje determinant
3. pevný bod (1) je vyloučen ze všech permutaćı a řád matice se

sńıž́ı o jedna



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Má-li matice řádu dva nad tělesem Z5 determinant hodnoty 4,

pak determinant jej́ı ťret́ı mocniny je roven:
a) 0, b) 1, c) 2, d) 3, e) 4, f) ani jedno z uvedených.

2. Determinant matice A ∈ Rn×n, n ∈ N, kde aij = i + j je
a) vždy roven nule, b) vždy nenulový,
c) roven nule pro nekonečně mnoho hodnot n,
d) nenulový pro nekonečně mnoho hodnot n.

3. Vztah det(A + B) = det A + det B pro matice stejného řádu:
a) neplat́ı pro žádnou dvojici matic,
b) plat́ı, pokud má A alespoň jeden sloupec nulový
c) plat́ı, pokud má A nejvýše jeden sloupec nenulový
d) plat́ı, pokud má A všechny sloupce nulové.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Z pravidla o determinantu součinu
det(A3) = det(AAA) = det(A) det(A) det(A) = 43 = 4

2. Rozd́ıl dvou po sobě jdoućıch řádk̊u je řádek se samými
jedničkami. Pro n ≥ 3 je A singulárńı a plat́ı det A = 0.

3. det(0 + B) = det B = 0 + det B = det 0 + det B.
Zbylé dva p̌ŕıpady neplat́ı, protip̌ŕıkladem je nap̌r.:∣∣∣∣∣1 + 1 0 + 0
0 + 0 1 + 0

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2 0
0 1

∣∣∣∣∣ = 2 ̸= 0 + 1 =
∣∣∣∣∣1 0
0 0

∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣∣



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Platila by linearita determinantu, pokud bychom v definici
opomněli znaménko?

▶ Jaká je složitost výpočtu p̌ri rekurentńım použit́ı Laplaceova
rozvoje? Může být pro nějaké matice tento postup efektivńı?

▶ Proč je možné p̌ri výpočtu determinantu libovolně sťŕıdat
řádkové úpravy se sloupcovými?


