Reseni soustav Ax = b s regularni A

aiixi + aipxe = by

az1X1 + axnxp = by

Z druhé vyjadiime x; = 2=222 3 dosadime do prvn:

azi

by — axxo
ajl—————— + axe
an

ariby — ar1axpxe + arparixe
a1
(—a11a2 + arpan1)xe

X2

annby—ani by

by — ax ayan—azai

X1 =
azi

by

b1

=

=

ar1by — a1 b
aiihby — a1 by

d11d22 — d214d12

_ braxn — ban

da114a22 — a21d12

=



Pro tri rovnice

aiixi + aoxe + aizxz = by
a21x1 + axnxo + axsxz = by
a31x1 + aszxp + azzxz = b3

Analogickym zplsobem:
(vyjadfime nezndmou z jedné rovnice a dosadime ji do ostatnich)

X1 = b1 axpasztapaxsbs +aizby azp—by axzazp—ainby azgz—aizaxbs
a11a22333+212323331+213321332— 311323332 — 312321 333 — 313322331

xp = U by a3z3+by arzazitaizasiby —ajiaszbs —bi axiazz—aiszbs as
a11a22a33+212323331+213221 332 — 311323332 — 312321 333 — 213322331

x3 = 211222 by taiobs azi+by axiazp—an by azpp—arpari by —by axasy
a1122a33+212223331 1213321332 — a11 323332 — 312321233 — 313322331




Determinanty
Opakovani: S, grupa permutaci na mnoziné {1,..., n}.
Znaménko p € S, je sgnp = (—1)7# inverzi p
Definice: Determinant matice A € T"™" je dan vyrazem

det A= > sgnp H aj (i) Znadi se téz |A].
PESH

Ukazka: Pro A € T2*2 mime S = {(1,2),(2,1)}.
n

prop=(1,2) madme sgnp=+1 a [] a,; = a1a
i=1

pro p=(2,1) mdme sgnp=-1 a _Hl aj p(i) = 12321

Proto:
a2
a1 ax

detA = = (—l-].) - a11da22 + (—1) - a1pa21

Intuitivné:

. ax a1 -



Pro matice fadu tfi mame Sest moznych permutaci
Sz = {(17 2, 3)7 (17 3, 2)7 (27 1, 3)7 (27 3, 1)7 (37 1, 2)7 (37 2, 1)}
permutace p = (1,2,3),(2,3,1) a (3,1,2) majisgnp = +1
permutace p = (1,3,2),(2,1,3) a (3,2,1) maji sgnp = —1
air a2 a3
ay axp axs|=
a31 d32 433

+ ai1a22a33 + ai2ap3aszy + aizasi1aze
— d114823432 — 412421433 — d134d22431

a1l . . . ali2 . . . di3
+ . axy . + . .oaxs |+ | aa
as3 asl . . . das2
all . . . di12 . . . ai3
— . . a3 | — | a21 . . — . dno
a3z . . - a33 as1
+ dil 412 a3 Jen pro
S idlo: ~., < ~ .
arrusovo pravidlo: 321/322><323 o matice
— |a31 2" a33 3x3/




Pozorovani: Ma-li A nulovy radek, pak det A = 0.
n

Dikaz: Kazdy soucin 'H1 aj p(iy obsahuje Clen z nulového Fadku.
1=

Pozorovani: ail a2 ... ain
Pro trojihelnikové 0 ax ... az s .
(i pro diagonalni) : = 911422 - - - dnn
matice plati: 0 ... 0 ay

Dakaz: Ukazeme, ze pro p # id existuje i € {1,...,n}, ze i > p(i).

Sporem: Pokud by i < p(i) pro |Alternativni argument:

viechna i € {1,...,n} a pro |Permutace p ma alespon jeden
nékteré ii by platilo, ze i; < |cyklus délky alespoii 2. Necht j je
p(i1), pak posloupnost iy, i = | minimum z libovolného takového
p(i), i3 = p(i),... roste neo- |cyklu. Pro i = p~1(j) pak plati
mezené, coz neni mozné. i>p(i)=j.

n

Prvek a; ,(;y je pod diagonalou, tj. a; ,;) = 0. Odtud [] a; ,;y = 0.
i=1

Pouze soucin aj1a2; . .. ay, odpovidajici identické permutaci

neobsahuje zadny nulovy Clen, ktery by byl pod diagonalou.



Vlastnosti determinantu

Pozorovani: det A = det(AT)
Dtkaz: Pro p€ S, : p(i)=j < p t(j) =1,
vztah p — g = p~! je bijekce na S,,.

det(AT) = 3 sgnp II (AT)

n n
oy = 2o senp Il apiy,i =
PESH i=1 ip(i) pESH i=1 p(7)

n

= 2 senlp Y [ a0 = 5 sen(q) 1 ajq = det A
= =

p~leS, q€Sn



Vlastnosti determinantu

Pozorovani: det A = det(AT)

Pozorovani: (Pferovnani sloupcii podle permutace q)

Pro g € S, a B : by = a; o(;) plati det B = sgn g det A.
Dikaz:
det B = ZSganb/p ZSgana/q(p (i) —
PESH i=1 Pe n
= > sgnqgsgnqsgnp H aj (qop)(i) =
PESh
=sgnq > sgnr H ajr(iy =sgnqdetA
res, i=1

pro r = g o p; vSimnéte si, ze p — r je bijekce na S,



Vlastnosti determinantu

Pozorovani: det A = det(AT)
Pozorovani: (Pferovnani sloupcii podle permutace q)
Pro g € S, a B : by = a; o(;) plati det B = sgn g det A.
Dasledky:
> Totéz plati pro jakékoli prerovnani radki.
» Vyména dvou radki/sloupc zméni znaménko determinantu.

» Pro matice nad télesy char # 2: Ma-li A dva stejné radky
nebo sloupce, pak det A = 0. Dikaz: d = —d = d = 0.



Vlastnosti determinantu

Pozorovani: det A = det(AT)

Pozorovani: (Pferovnani sloupcii podle permutace q)
Pro g € S, a B : by = a; o(;) plati det B = sgn g det A.

Lemma: Ma-li A dva stejné fadky nebo sloupce, pak det A = 0.

q

Diikaz: Necht se k-ty Fadek shoduje s I-tym. |
Prop€S,aq=po(k,l) plati C
n

I aip(i) = ’,

i=1

:
. . 1 1 .
Qi q(i)r ale sgn(p) = —sgn(q). | .

I=

Protoze p <+ g je bijekce mezi permutacemi s opaénymi znaménky;,
Ize sCitance v det A sparovat tak, Ze se navzajem odeltou.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1. Kolik s¢itancli s kladnym znaménkem je v determinantu matic
fadu 67 e) 360,

2. lez
3. lez

4. Pro Ae T"™"at e T je determinant matice tA roven:
d) t"|A




Komentar k reseni kvizu

1. Grupa S¢ obsahuje 6! = 720 permutaci, z nichZ polovina ma
kladné znaménko.

0 1

1 o~ L

3. Viz predchozi matice, pficemz detly = 1.

2. Napt.

4. 7 definice: det(tA) = ) sgnp rnI taj p(iy =

n n
> thsgnp I ajpiy =t" > sgnp I[ ap(;) = t"detA
pPESH i=1 pPES, i=1



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Zméni se hodnota nebo znaménko determinantu matice,
pokud jeji fadky zapiseme v opacném poradi?
(Tj. prevratime-li ji zrcadlové podle vodorovné osy.)

» 7 jaké vlastnosti grup vyplyva, ze slozeni
s pevnou permutaci g je bijekce p — go p na 5,7

> Méni se determinant matice vzdy se zménou libovolného
prvku, nebo Ize nalézt takovou matici, Ze pfi zméné vhodné
zvoleného prvku této matice zistane jeji determinant stejny?
Bylo by mozné sestavit matici, u niz Ize zménit libovolny
prvek a pritom determinant zlstane zachovan?



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Vzorce pro feseni malych soustav byly popsany v ¢inském rukopise
Matematika v deviti kapitolach (10. — 2. st. p.n.l.) a az o tisicileti
predesly koncept matice.

Nami zavedend definice determinantu
se nazyva Leibnizova formule.

Termin ,determinant” zaved| J. C. F.

Gauss v roce 1801. Do té doby byl

nazyvan napt. ,resultant”. Gottfried Wilhelm Leibniz
1646-1716




