
Řešeńı soustav Ax = b s regulárńı A

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

Z druhé vyjáďŕıme x1 = b2−a22x2
a21

a dosad́ıme do prvńı:

a11
b2 − a22x2

a21
+ a12x2 = b1 ⇔

a11b2 − a11a22x2 + a12a21x2
a21

= b1 ⇔

(−a11a22 + a12a21)x2 = a21b1 − a11b2 ⇔

x2 = a11b2 − a21b1
a11a22 − a21a12

x1 =
b2 − a22

a11b2−a21b1
a11a22−a21a12

a21
= · · · = b1a22 − b2a12

a11a22 − a21a12



Pro ťri rovnice

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

Analogickým způsobem:
(vyjáďŕıme neznámou z jedné rovnice a dosad́ıme ji do ostatńıch)

x1 = b1 a22a33+a12a23b3 +a13b2 a32−b1 a23a32−a12b2 a33−a13a22b3
a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31

x2 = a11b2 a33+b1 a23a31+a13a21b3 −a11a23b3 −b1 a21a33−a13b2 a31
a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31

x3 = a11a22b3 +a12b2 a31+b1 a21a32−a11b2 a32−a12a21b3 −b1 a22a31
a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31



Determinanty
Opakováńı: Sn grupa permutaćı na množině {1, . . . , n}.
Znaménko p ∈ Sn je sgn p = (−1)# inverźı p

Definice: Determinant matice A ∈ T n×n je dán výrazem
det A =

∑
p∈Sn

sgn p
n∏

i=1
ai ,p(i). Znač́ı se též |A|.

Ukázka: Pro A ∈ T 2×2 máme S2 = {(1, 2), (2, 1)}.
pro p = (1, 2) máme sgn p = +1 a

n∏
i=1

ai ,p(i) = a11a22

pro p = (2, 1) máme sgn p = −1 a
n∏

i=1
ai ,p(i) = a12a21

Proto:
det A =

∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = (+1) · a11a22 + (−1) · a12a21

Intuitivně:
+
(

a11 .
. a22

)
−
(

. a12
a21 .

)



Pro matice řádu ťri máme šest možných permutaćı
S3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)}

permutace p = (1, 2, 3), (2, 3, 1) a (3, 1, 2) maj́ı sgn p = +1
permutace p = (1, 3, 2), (2, 1, 3) a (3, 2, 1) maj́ı sgn p = −1∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = + a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31

+

a11 . .
. a22 .
. . a33

+

 . a12 .
. . a23

a31 . .

+

 . . a13
a21 . .
. a32 .



−

a11 . .
. . a23
. a32 .

−

 . a12 .
a21 . .
. . a33

−

 . . a13
. a22 .

a31 . .



Sarrusovo pravidlo:

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22
a31 a32

+

−

Jen pro
matice
3 × 3 !



Pozorováńı: Má-li A nulový řádek, pak det A = 0.
Důkaz: Každý součin

n∏
i=1

ai ,p(i) obsahuje člen z nulového řádku.

Pozorováńı: Pro trojúhelńıkové (i pro diagonálńı) matice plat́ı:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
... . . . . . . ...
0 . . . 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 . . . ann

Důkaz: Každá permutace p, pro kterou existuje index i < p(i),
muśı ḿıt index j > p(j). V důsledku toho aj,p(j) = 0.
Pokud by sporem i ≤ p(i) pro všechna i ∈ {1, . . . , n} a pro některé
i1 platilo, že i1 < p(i1), pak zvažme posloupnost
i1, i2 = p(i1), i3 = p(i2), . . . Protože p je prostá, tato posloupnost
je rostoućı. Proto je neomezená, spor.
Pouze součin a11a22 . . . ann odpov́ıdaj́ıćı identické permutaci nemá
pod úhlop̌ŕıčkou žádný nulový člen.



Vlastnosti determinantu

Pozorováńı: det A = det
(
AT)

Důkaz: Pro p ∈ Sn : p(i) = j ⇔ p−1(j) = i ,

vztah p → q = p−1 je bijekce na Sn.

det
(
AT) =

∑
p∈Sn

sgn p
n∏

i=1

(
AT)

i ,p(i) =
∑

p∈Sn

sgn p
n∏

i=1
ap(i),i =

=
∑

p−1∈Sn

sgn(p−1)
n∏

j=1
aj,p−1(j) =

∑
q∈Sn

sgn(q)
n∏

j=1
aj,q(j) = det A

Pozorováńı: (Přerovnáńı sloupc̊u podle permutace q)
Pro q ∈ Sn a B : bij = ai ,q(j) plat́ı det B = sgn q det A.

Lemma: Má-li A dva stejné řádky nebo sloupce, pak det A = 0.

Důkaz: Necht’ se k-tý řádek shoduje s l-tým.
Pro p ∈ Sn a q = p ◦ (k, l) plat́ı:

n∏
i=1

ai ,p(i) =
n∏

i=1
ai ,q(i), ale sgn(p) = − sgn(q).

p q∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. a1,p(1) . . .

. . . . .

. . ak,p(k) ak,q(k) .

. . q q .

. . al,q(l) al,p(l) .

. . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Protože p ↔ q je bijekce mezi permutacemi s opačnými znaménky,
lze sč́ıtance v det A spárovat tak, že se navzájem odečtou.



Vlastnosti determinantu

Pozorováńı: det A = det
(
AT)

Pozorováńı: (Přerovnáńı sloupc̊u podle permutace q)
Pro q ∈ Sn a B : bij = ai ,q(j) plat́ı det B = sgn q det A.

Důkaz:
det B =

∑
p∈Sn

sgn p
n∏

i=1
bi ,p(i) =

∑
p∈Sn

sgn p
n∏

i=1
ai ,q(p(i)) =

=
∑

p∈Sn

sgn q sgn q sgn p
n∏

i=1
ai ,(q◦p)(i) =

= sgn q
∑

r∈Sn

sgn r
n∏

i=1
ai ,r(i) = sgn q det A

pro r = q ◦ p; všimněte si, že p → r je bijekce na Sn
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Vlastnosti determinantu
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Důsledky:
▶ Totéž plat́ı pro jakékoli p̌rerovnáńı řádk̊u.
▶ Výměna dvou řádk̊u/sloupc̊u změńı znaménko determinantu.
▶ Pro matice nad tělesy char ̸= 2: Má-li A dva stejné řádky

nebo sloupce, pak det A = 0. Důkaz: d = −d ⇒ d = 0.
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Pozorováńı: det A = det
(
AT)
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Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Kolik sč́ıtanc̊u s kladným znaménkem je v determinantu matic

řádu 6? a) 6, b) 12, c) 60, d) 120, e) 360, f) 720, g) 1 440.
2. Pravda nebo lež? Obsahuje-li matice jen nezáporná č́ısla, pak

je jej́ı determinant také nezáporný.
3. Pravda nebo lež? Otoč́ıme-li čtvercovou matici o 90◦ po

směru hodinových ručiček, pak se jej́ı determinant nezměńı.
4. Pro A ∈ T n×n a t ∈ T je determinant matice tA roven:

a) t|A|, b) t2|A|, c) nt|A|, d) tn|A|, e) t2n|A|,
f) tn2 |A|, g) (t|A|)2, h) (t|A|)n, i) (t|A|)2n, j) (t|A|)n2 .



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Grupa S6 obsahuje 6! = 720 permutaćı, z nichž polovina má
kladné znaménko.

2. Nap̌r.
∣∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣∣ = −1.

3. Viz p̌redchoźı matice, p̌ričemž det I2 = 1.

4. Z definice: det(tA) =
∑

p∈Sn

sgn p
n∏

i=1
tai ,p(i) =

∑
p∈Sn

tn sgn p
n∏

i=1
ai ,p(i) = tn ∑

p∈Sn

sgn p
n∏

i=1
ai ,p(i) = tn det A



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Změńı se hodnota nebo znaménko determinantu matice,
pokud jej́ı řádky zaṕı̌seme v opačném pǒrad́ı?
(Tj. p̌revrát́ıme-li ji zrcadlově podle vodorovné osy.)

▶ Z jaké vlastnosti grup vyplývá, že složeńı
s pevnou permutaćı q je bijekce p → q ◦ p na Sn?

▶ Měńı se determinant matice vždy se změnou libovolného
prvku, nebo lze nalézt takovou matici, že p̌ri změně vhodně
zvoleného prvku této matice z̊ustane jej́ı determinant stejný?
Bylo by možné sestavit matici, u ńıž lze změnit libovolný
prvek a p̌ritom determinant z̊ustane zachován?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Vzorce pro řešeńı malých soustav byly popsány v č́ınském rukopise
Matematika v dev́ıti kapitolách (10. – 2. st. p.n.l.) a až o tiśıcilet́ı
p̌redešly koncept matice.

Námi zavedená definice determinantu
se nazývá Leibnizova formule.

Terḿın ”determinant“ zavedl J. C. F.
Gauss v roce 1801. Do té doby byl
nazýván nap̌r. ”resultant“. Gottfried Wilhelm Leibniz

1646 – 1716
[Obrázek: Wikipedie]


