
Geometrický problém
Problém: Lze obdélńık s iracionálńım poměrem délek jeho stran
rozdělit na konečně mnoho čtverc̊u?
Poznámka: Pro racionálńı p : q vezmeme pq jednotkových čtverc̊u.
Věta: Pro iracionálńı poměr žádné takové rozděleńı neexistuje.
Důkaz: Necht’ má obdélńık R délky stran 1 : x , kde x ∈ R \ Q.
R tvǒŕı vektorový prostor nad Q. Zde jsou 1 a x lineárně nezávislé.
Zvolme libovolné lineárńı f : R → R, kde f (1) = 1 a f (x) = −1.
Takové zobrazeńı f existuje, protože je dán obraz části báze.
Pro A o stranách a, b definujeme ”plochu“ jako v(A) = f (a)f (b).

Pokud postupně rozděĺıme A na B1, . . . , Bk , pak v(A) =
k∑

i=1
v(Bi).

. . . děĺıme-li A na B1 a B2, pak v(A) = v(B1) + v(B2).
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f (a)f (b) = f (a1 + a2)f (b) = (f (a1) + f (a2))f (b) = f (a1)f (b) + f (a2)f (b)

Kdyby R šlo rozdělit na čtverce A1, . . . , Ak o stranách
délek a1, . . . , ak , tak zjemńıme rozděleńı podél jejich
stran na obdélńıky B1, . . . , Bl a dostaneme spor:

R
Ai

Bj

−1 = f (1)f (x) = v(R) =
l∑

j=1
v(Bj) =

k∑
i=1

v(Ai) =
k∑

i=1
f (ai)2 ≥ 0
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