
Množinové systémy s omezeńımi na mohutnosti
Problém: Kolik podmnožin může ḿıt n-prvková množina,
pokud každá podmnožina má ḿıt lichou velikost, ale
pr̊unik každé dvojice r̊uzných podmnožin má ḿıt sudou velikost?

Formálně:
max k : ∃A1, . . . , Ak ⊆ {1, . . . , n} ∀i ̸= j : 2 ∤ |Ai | ∧ 2 | |Ai ∩ Aj |

Ukázka: n = 5, k = 3
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Věta: Vždy plat́ı, že k ≤ n, neboli existuje nejvýše n podmnožin
A1, . . . , An p̌redepsaných vlastnost́ı (nap̌ŕıklad jednoprvkových).



Důkaz, že k ≤ n

Sestroj́ıme tzv. matici incidence
M ∈ Zk×n

2 p̌redpisem:

mij =
{

1 pokud j ∈ Ai

0 pokud j /∈ Ai
.

Pro
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máme:

M =

1 0 0 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1 1


Matice splňuje MMT = Ik , protože nad Z2 máme:

(MMT)ij =
{

1 pro i = j , protože toto je parita |Ai |,
0 pro i ̸= j , protože toto je parita |Ai ∩ Aj |.

Nyńı k = rank(Ik) = rank(MMT) ≤ rank(M) ≤ n

Poznámka: Pokud zvoĺıme M ∈ Rk×n, pak (MMT)ij = |Ai ∩ Aj |.


