Linearni zobrazeni

Pozorovani: Necht A € T™*" 3 zobrazeni f : T" — T
je definovano vztahem f(u) = Au. Pak plati:

» f(u+v)=A(u+v)=Au+Av = f(u)+f(v)
> f(t-u)=A(t-u)=t-Au=t-f(u)

Definice: Necht U a V jsou vektorové prostory nad stejnym
télesem T. Zobrazeni f : U — V nazveme linearni, pokud spliuje:

U v (of(v) A
> Yu,veU: , Fu+ v)
f(u+v)="~f(u)+f(v) Utv e . = f(u) + f(v)
ue *f(u)
> Yue UVte T: tou o o f(t-u)
f(t-u)=t-f(u) =t-f(u)
0O-u=0, 0=0-f(u) |

Pozorovani: Pro kazdé linearni zobrazeni plati: f(0) = 0.



Ukazky jednoduchych linearnich zobrazeni

Mezi obecnymi vektorovymi prostory f : U — V nad stejnym T.

Trivialni linedrni zobrazeni dané predpisem: Vu € U : f(u) = 0.
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Identita id jako zobrazeni na U dané Yu € U : id(u) = u.
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Identita mize byt bréna i jako vnoreni U do V/, je-li U C V.
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V téchto pfipadech je linearita souc¢tu i skalarniho nasobku zjevna.



Geometricka linearni zobrazeni
Geometrické transformace v R? nebo R3, které fixuji pocatek:
» rotace kolem pocatku
P osova soumérnost podle osy prochazejici pocatkem
P stejnolehlost se stfedem v pocatku, vcetné projekce
» jakakoli transformace, kterd kombinuje vySe uvedené
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Vlastnosti linearnich zobrazeni
Pozorovani: Jsou-li f: U — V, . . .
g : V. — W linedrni zobrazeni, [U u] f% [V f(u)] £ gm(/f(u)) =
pak (gof): U— W je linearnf téz. (gof)(u
Dikaz: (g o f)(u+ v) = g(f(u+v))=g(f(u) +f(v)) =
= g(f(u)) +g(f(v)) = (gof)(u)+(gof)(v)
(g o f)(tu) = g(f(tu)) = g(tf(u)) = tg(f(u)) = t(g o f)(u)

Pozorovani: Jestlize f : U — V je bijektivni linedrni zobrazentf,
jei f~1:V — U linearni zobrazeni.

Dikaz: Pro jakédkoli v,v/ € V U. u ’[% V. v

necht u=f1(v)auv =f1(V), Y v/
neboli f(u) =v a f(u) = V.

Linearita sou¢tu: (v + V') = f1(f(u) + f(u)) =
fUf(u+d))=u+d =F1(v)+ V)

Linearita skalarniho nasobku:

Vte T:fi(tv) = fL(tF(u)) = F1(f(tu)) = tu = tF(v).

Definice: Bijektivni linedrni zobrazeni se nazyva isomorfismus.



Transformace na vektor souradnic

Tvrzeni: Necht U je prostor nad T s bazi B = (by, ..., b,).
Potom zobrazeni f : U — T" definované f(u) = [u]g je linearni.

n n
Dikaz: Pro u,v € U vyjadiime u= Y a;b; a v =) ¢b;, &ili

i=1 i=1
vektory soutadnic jsou [u]g = (a1,...,a,)" [v]g = (c1,...,cn)’
n n
Linearita sou¢tu: f(u+v) =[u+ v]g = {Z ajb; + c,-b,-] =
i=1 i=1 B

= [E(ai+ Ci)b:} =(a+c,....antc) =
i=1 B

= (a1,...,an) +(c1,...,cn) = [u]g + [v]g = f(u) + f(v)

Linearita skaladrniho nasobku: . .

Prot e T:f(tu) =[tu]g = [t > a,-b,} = [Z ta,-b,} =
i=1 B i=1 B

= (tay,...,ta,)" = t(a1,...,a,)" = t[u]g = tf(u)

Pozorovani: Zobrazeni u <> [u]p je bijekce, neboli isomorfismus.



Dalsi ukazky linearnich zobrazeni

V aritmetickych vektorovych Na prostoru funkci s derivacemi
prostorech je projekce na i-tou  vSech fadi
soufadnici, &li mj : T" — T1 i

dané m;((uy,...,u,)") = uj, i
linedrni zobrazeni. | f=f

flx)=x2—x-1 f'(x)=2x—-1

je i derivace linearni zobrazeni:

(f(x) +8(x)) = '(x) + g'(x)
(t-F(x)) =t-f(x)



Véta o rozsiritelnosti

Véta: Necht U a V jsou prostory nad T a B je baze U.
Pak pro jakékoli zobrazeni fy : B — V existuje jediné linearni
zobrazeni f : U — V rozsitujici fy, t.j. Vb € B : f(b) = fo(b).
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Dikaz: Pro jakékoli u € U existuji jednoznacna n € Ny,
n
ai,...,an € T\0aby,...,b, € Btakova, ze u= 3 a;b;.

n n n i=1
Potom f(u) = f <Z a,-b,-) =Y a;f(b;)) = > aifo(by).
=1 i=1 i=1

Disledek: Pokud je f : U — V linearni, pak dim(U) > dim(f(V)),
protoze obraz f(B) baze B prostoru U generuje f(U).



Afinni prostory
Definice: Necht W je podprostor vektorového prostoru U a u € U.
Afinni (pod)prostor u+ W je mnozina {u+w : w € W}.
Dimenze afinniho prostoru u + W je dim(u + W) = dim(W).

Ukézka: P¥imky a roviny (a nadroviny) R3
v obecné poloze v R3 (v RY). ut W

Poznamka: Afinni prostor Ize definovat / "
obecnéji jako mnoZinu A a zobrazeni |/
+: Ax W — A spliujici:

> Yac AVv,we W:
A
at+(v+w)=(a+v)+w
> Vabec AdlveW:a4+v=0>b

Prvky mnoziny A se nazyvaji body

Pozorovani: Pro kazdé a € A plati: a+ 0 = a.
Diikaz: Necht v je unikatni vektor splfiujici a + v = a. Potom plati:
a=atv=(atv)+v=a+(v+v) = v=v+v = v=0.



Vzor vektoru v linearnim zobrazeni

?;c];lrr!i?r;eérniho zobrazeni f : U — V utker(f) Y} [V
je ker(f) ={w e U: f(w) =0}. ’f .
Pozorovani: Jadro je vektorovy podprostor.

Pozorovani: Pro f : T" — T™ dané o

f(x) = Ax je ker(f) = ker(A).
Véta: Necht f : U — V je linearni zobrazeni. Pro libovolné v € V,
rovnice f(x) = v bud nem4 Zadné YeSeni, nebo Feseni tvori afinni
podprostor u + ker(f), kde u je libovolné feSeni rovnice f(x) = v.
Ukazky: Regenf soustav Ax = b; konstanta + ¢ pti integrovani.
Dikaz: Kdyz x € u + ker(f), pak x = u+ w pro w € ker(f).
Nyni f(x) = f(u+w)=f(u)+f(w)=v+0=v.

Naopak, pro f(x) = v plati f(x — u) = f(x) — f(u) =v—v =0,
Cili x — u € ker(f), a odtud x € u + ker(f).



Bonus: kratky dlikaz véty, Ze dim R4 = dim Sy
Pro A€ T™*" méjme zobrazeni f : T" — T dané f(x) = Ax.
Vime, ze Sp = f(T"). Dokonce ukazeme, ze Sp = f(Ra).
Pro kazdé v € Sp existuje u € T" takové, ze f(u) = v.
Protoze dim Ra + dim(ker A) = n a pfitom RaNker A= 0,
tvofi sjednoceni bazi Ra a ker A bazi T". Vektor u lze tudiz
rozlozit u = ur + uy, kde ur € Ra a ug € ker A. Dostavame:

v = f(u) = f(uR—l-Uo) = f(UR)—I—f(uO) = f(uR)+0 = f(uR)

Ze vztahu f(Ra) = Sa vyplyva dim Rq > dim Sa.
Z f(Rar) = Sar vyplyva dim Sa = dim Rar > dim Sar = dim Ra.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Kolik je rGiznych linedrnich zobrazeni f : Z3 — 737

a) zadné
2. Zobrazeni f : R3 — R? dané predpisem f(x) = (x1,x3)"
b) je linearni, ale nenf slozenim zadnych dvou projekci 7; o 7;

3. lez:

4. Je-li f isomorfismus, pak ker(f) je:

f) {0}

5. Pravda : Afinni podprostor obsahuje 0,
pravé kdyz je vektorovym podprostorem.



Komentar k reseni kvizu

1. Linearni zobrazeni uvazujeme jen pro prostory nad stejnym
télesem, zde se liSi Zs a Zs.

2. Oborem hodnot projekce je jednodimenzionalni prostor.

3. Inverzi je zobrazeni f~1 o g1, jinak ani nejdou sloZit.

4. Vzorem nulového vektoru je mnozina obsahujici nulovy vektor.
Je-li zobrazenf prosté, dalsi vektory uz obsahovat nemdize.

5. Vektorovy podprostor W je i afinnim podprostorem 0 + W.
Tento afinni podprostor obsahuje 0, nebot 0 + 0 = 0.
Obracené, afinni podprostor 0 + W je uzavfeny na scitani i na
skalarni ndsobky a proto je vektorovym prostorem.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Pro ktery z axiom linedrniho zobrazeni je nutné,
aby oba prostory byly nad stejnym télesem?
» Jsou-li f(u) = Au, g(u) = Bu, a jdou-li slozit,
¢emu pak odpovida zobrazeni g o 7
P> Kterd ze zobrazeni v ukdzkach jsou isomorfismy a kterd ne?
> ProC je ve vété o rozsititelnosti treba jednoznacnost n
a nenulovost koeficienti a;?
» Jaké vlastnosti by muselo mit zobrazeni fy z véty
o rozsifitelnosti, aby f bylo prosté,
resp. aby bylo ,na" nebo aby bylo isomorfismem?

» Proc je obraz f(U) prostoru U podprostorem V
a nikoli jen podmnozinou?



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Je linearni zobrazeni jednoznacné urceno obrazem linearné
nezavislé mnoziny nebo obrazem systému generatorli?

» V/Simnéte si, ze obrazy linearnich zobrazeni Ize scitat i nasobit
skalarem a tak definovat jejich soucet i skalarni nasobek.
Jakou algebraickou strukturu tvofi mnozina vSech linedrnich
zobrazeni {f : U — V} s témito dvéma operacemi?

» Jaka je geometricka interpretace afinnich podprostori v R3?

» Mohou mit dva riizné afinni prostory stejné dimenze netrivialni
prinik? Lze to i jsou-li urené stejnym podprostorem W?



