Prostory uréené matici A € T™*"

Definice: Jadro A je mnozina feSeni Ax = 0, znadi se ker A,
sloupcovy prostor je podprostor T generovany sloupci A,
radkovy prostor je podprostor T" gen. transpozicemi radkl A.

1201
Ukazka: Promatici A=1[2 0 2 1 EZ%X4 dostaneme
s , 1120
radkovy prostor:
(0,0,0,0)T, (1,2,0,1)", (2,1,0,2)T,
Ra= {(2,0,2,1)", (0,2,2,2)T, (1,1,2,0)",} C 7%
(1,0,1,2)T, (2,2,1,0)", (0,1,1,1)7
sloupcovy prostor:
(0,0,0)7, (1,2,1)", (2,1,2)T,
Sa= <{(2,0,1)T, (0,2,2)T, (1,1,0)", s C Z3
(1,0,2)", (2,2,0)", (0,1,1)7

Oznacme Fadkovy prostor a sloupcovy prostor A symboly R4 a Sp.



Vlastnosti

Formalné: Sloupcovy prostor je B[ e B[ ]

Sa={Ac:ce T"} = A . A ]
={ueT":3ceT": u= Ac}, *

a podobné radkovy prostor je sece |

Ra={veT":3dcTm":v=A"d}. AB AB

Pozorovani: Soustava Ax = b ma YeSeni, pravé kdyz b € Sp.
Pozorovani: Jadro ker A= {x € T": Ax = 0} je podprostor T".
Pozorovani: Elementarni Gpravy neméni jadro ani fadkovy prostor.
. plyne z vlastnosti feseni soustav a z lemmatu o vyméné.
Véta: Pro kazdou A € T™*" plati: dim(ker A) + rank A = n.
Diikaz: Necht d = n — rank A je pocet volnych promé&nnych a
X1,...,Xq jsou feSeni soustavy Ax = 0 dand zpétnou substituci.

Tato xi,...,Xy4 jsou linedrné nezavisla, protoze kazdé x; ma jako
jediné slozku odpovidajici i-té volné proménné nenulovou.

Vektory xi, ..., Xy tvori bazi ker A, a dim(ker A) = d = n—rank A.



Dimenze radkového a sloupcového prostoru se shoduji
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Pozorovani: Pro kazdou A’ s
v odstupnovaném tvaru plati: D
dim Ry = dim Sy = rank A’ le
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Lemma: Jsou-li A ~~ A’ kde A’ je v odstupfiovaném tvaru,
potom sloupce A odpovidajici bazickym proménnym tvofi bazi Sa.
Dikaz: Oznaéme rank A = r, indexy bazickych proménnych
J(1),...,j(r) a ptislusné sloupce matice A pomoci ¢j(1y,- - -, €j(r)-
Pro kazdé b € Sp ma soustava Ax = b pravé jedno feseni x,
v némz vSechny volné proménné maji hodnotu O.

r

Ze vztahu b = ,21 Xj(i)€j(iy Plyne, ze span({cj1), - - -, €j(r)}) = Sa.
Vektory ¢;j(1), - - -, €j(r) jsou linedrné nezavislé, protoze pouze x =0
je reSsenim Ax = 0, kde vSechny volné proménné maji hodnotu O.
Véta: Kazda A spliiuje: dim R4 = dim Sg, &ili rank A = rank(AT).
Diikaz: dim R4 = dim Ry = dim Spr = rank A’ = rank A = dim S,.



Souvislost s maticovym soucinem

Pozorovani: Pro sloupcové prostory A a AB plati: Spg C Sa.

Diikaz: Pro A€ T™*" a B € T"*P vyplyva pfimo z definice:
{ABc: c€ TP} C{Ad: d € T"}, nebot {Bc: c€ TP} C T".

Pozorovani: Pro radkové prostory plati analogicky: Rag C Rp.

Dasledek: rank(AB) < min{rank A, rank B}

Pozor! Sloupcové prostory A a spliiuji jen: dim Sga < dim S,4.
0 1 0\ /0 O
Ukézka: Pro souc¢in [0 0 O 1 2| =
3 4
plati: dim =1<2=dim54. Matice B je zdmérné
zvolena singularni, aby dimenze klesla oproti dimenzi Sx.

Véta: Pro libovolnou matici A € T™*", regularmni R € T™*™
a reguldrni R’ € T™" plati: rank A = rank(RA) = rank(AR’).
Diikaz: rank A > rank(RA) > rank(R™!RA) = rank A; pro R’ téz.



Vztahy radkového prostoru a jadra

Pozorovani:
> Pro ka?dé v € Rp a ka?dé x € ker A plati: vIx =0,
> pro kazdé x € T": (Vv € Ra: v x = 0) & x € ker A,
» pro kazdé v € T": (Vx € kerA: vIx = 0) < v € Ry.

Diikaz: Zvolime vhodné d € T™, aby v = A'd.

Potom plati: vix = (ATd) x = d"Ax = d"0 = 0.

Prvni charakterizace plyne z prvniho pozorovani a definice jadra.
Druhd z faktu, ze pfidani v ¢ Ra jako nového fadku do matice A
by zvysilo jeji hodnost. Nékterd volnd proménna by se stala
bazickou, co? vede ke konstrukci x € ker A takového, Ze v x # 0.

Pozorovani: Pro realné matice A plati Rq N ker A= {0}.

Dikaz: Vezméme v € Raq N ker A. ProtoZe v € Ry, je rovnice
vix1 + - -+ + Vpx, = 0 linedrni kombinaci rovnic soustavy Ax = 0.
Protoze v € ker A, je vektor v feSenim této rovnice. Po dosazeni
dostavame: vivi + -+ + vpv, = 0, z ¢ehoz na R plyne v = 0.



Vztahy radkového prostoru a jadra

Pozorovani:
> Pro ka?dé v € Rp a ka?dé x € ker A plati: vIx =0,
> pro kazdé x € T": (Vv € Ra: v x = 0) & x € ker A,
» pro kazdé v € T": (Vx € kerA: vIx = 0) < v € Ry.

Véta: Kazdy podprostor V' aritmetického vektorového prostoru T
je mnozinou feSeni vhodné homogenni soustavy Ax = 0.

Dakaz: Z baze V slozime po fadcich pomocnou matici B.
Podobné, z baze ker B slozime po tadcich hledanou matici A.

T @— Re = ker A (¢0) ker B = R@

xeVexecRgeVvekerB: vix=0s
SVYvERy: vix=0exckerAs Ax=0




Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otizek vice moznosti spravnych, vyberte viechny.
1. Ma-li matice A jen tfi fadky a ty jsou riizné,
potom rank(A") miize nabyvat hodnoty
b) 1, )2, d) 3,
2. Je-li soucin BA definovan, pak vzdy

d) Sga a Sa nemuseji byt podprostorem téhoz prostoru.

3. Soustavy rovnic s maticemi A a AT maji stejny pocet:
a) bazickych proménnych,

4. Pokud A = BC, kde C je regularni, potom:
b) Sa = Ss,



Komentar k reseni kvizu

1. Matice A obsahuje alespon jeden nenulovy ¥adek, a proto ma
hodnost alespon 1 a nejvyse 3. Transpozice hodnost nezméni.

2. Pokud A€ T™"a Be TP*™ pak BA € TP*". Matice
mohou mit riizné dlouhé sloupce: S4 C T™ a Sga C TP.

3. Matice maji shodnou hodnost a ta odpovida poctu bazickych
proménnych. Je-li A € T™*" ryze obdélnikova, pak se pocty
volnych promé&nnych li&i: n — rank(A) # m — rank(AT).
Posledni moznost neplati napf. pro jednotkovou matici.

4. Souciny s regularni matici zprava odpovidaji sloupcovym
Gpravam a zachovavaji sloupcovy prostor a nikoli radkovy.

Ani jadro neni zachovano, napt.: (1 0) = (0 1) (2 (1)>



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jak byste popsali vektory ze sloupcového prostoru matice
v odstupniovaném tvaru?

» Zméni se tento prostor, pokud se matice dale upravi na
redukovany odstupriovany tvar?

» Jsou-li A a B matice se stejnym poctem sloupci,
jak z nich lze sestavit matici s jadrem ker(A) N ker(B)?

» Mize pro spravné zvolené matice platit
rank(BA) < min{rank A, rank B}?
Pokud ano, dokazete néjaké takové sestavit?

» Jak se pro v ¢ Ry sestavi x € ker A, aby platilo v'x # 07?



