
Prostory určené matićı A ∈ T m×n

Definice: Jádro A je množina řešeńı Ax = 0, znač́ı se ker A,
sloupcový prostor je podprostor T m generovaný sloupci A,
řádkový prostor je podprostor T n gen. transpozicemi řádk̊u A.

Ukázka: Pro matici A =

1 2 0 1
2 0 2 1
1 1 2 0

 ∈ Z3×4
3 dostaneme

řádkový prostor:

RA =


(0, 0, 0, 0)T, (1, 2, 0, 1)T, (2, 1, 0, 2)T,
(2, 0, 2, 1)T, (0, 2, 2, 2)T, (1, 1, 2, 0)T,
(1, 0, 1, 2)T, (2, 2, 1, 0)T, (0, 1, 1, 1)T

 ⊆ Z4
3

sloupcový prostor:

SA =


(0, 0, 0)T, (1, 2, 1)T, (2, 1, 2)T,
(2, 0, 1)T, (0, 2, 2)T, (1, 1, 0)T,
(1, 0, 2)T, (2, 2, 0)T, (0, 1, 1)T

 ⊆ Z3
3

Označme řádkový prostor a sloupcový prostor A symboly RA a SA.



Vlastnosti
Formálně: Sloupcový prostor je
SA = {Ac : c ∈ T n} =

= {u ∈ T m : ∃c ∈ T n : u = Ac},
a podobně řádkový prostor je
RA = {v ∈ T n : ∃d ∈ T m : v = ATd}.
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Pozorováńı: Soustava Ax = b má řešeńı, právě když b ∈ SA.
Pozorováńı: Jádro ker A = {x ∈ T n : Ax = 0} je podprostor T n.
Pozorováńı: Elementárńı úpravy neměńı jádro ani řádkový prostor.
. . . plyne z vlastnost́ı řešeńı soustav a z lemmatu o výměně.

Věta: Pro každou A ∈ T m×n plat́ı: dim(ker A) + rank A = n.
Důkaz: Necht’ d = n − rank A je počet volných proměnných a
x1, . . . , xd jsou řešeńı soustavy Ax = 0 daná zpětnou substitućı.
Tato x1, . . . , xd jsou lineárně nezávislá, protože každé xi má jako
jediné složku odpov́ıdaj́ıćı i-té volné proměnné nenulovou.
Vektory x1, . . . , xd tvǒŕı bázi ker A, a dim(ker A) = d = n − rank A.



Dimenze řádkového a sloupcového prostoru se shoduj́ı
Pozorováńı: Pro každou A′

v odstupňovaném tvaru plat́ı:
dim RA′ = dim SA′ = rank A′

0 0

Lemma: Jsou-li A ∼∼ A′, kde A′ je v odstupňovaném tvaru,
potom sloupce A odpov́ıdaj́ıćı bázickým proměnným tvǒŕı bázi SA.

Důkaz: Označme rank A = r , indexy bázických proměnných
j(1), . . . , j(r) a p̌ŕıslušné sloupce matice A pomoćı cj(1), . . . , cj(r).
Pro každé b ∈ SA má soustava Ax = b právě jedno řešeńı x,
v němž všechny volné proměnné maj́ı hodnotu 0.
Ze vztahu b =

r∑
i=1

xj(i)cj(i) plyne, že span({cj(1), . . . , cj(r)}) = SA.
Vektory cj(1), . . . , cj(r) jsou lineárně nezávislé, protože pouze x = 0
je řešeńım Ax = 0, kde všechny volné proměnné maj́ı hodnotu 0.

Věta: Každá A splňuje: dim RA = dim SA, čili rank A = rank(AT).
Důkaz: dim RA = dim RA′ = dim SA′ = rank A′ = rank A = dim SA.



Souvislost s maticovým součinem
Pozorováńı: Pro sloupcové prostory A a AB plat́ı: SAB ⊆ SA.
Důkaz: Pro A ∈ T m×n a B ∈ T n×p vyplývá p̌ŕımo z definice:
{ABc : c ∈ T p} ⊆ {Ad : d ∈ T n}, nebot’ {Bc : c ∈ T p} ⊆ T n.

Pozorováńı: Pro řádkové prostory plat́ı analogicky: RAB ⊆ RB.

Důsledek: rank(AB) ≤ min{rank A, rank B}

Pozor! Sloupcové prostory A a BA splňuj́ı jen: dim SBA ≤ dim SA.

Ukázka: Pro součin

0 1 0
0 0 0
0 0 0


0 0

1 2
3 4

 =

1 2
0 0
0 0


plat́ı: dim SBA = 1 ≤ 2 = dim SA. Matice B je záměrně
zvolena singulárńı, aby dimenze SBA klesla oproti dimenzi SA.

Věta: Pro libovolnou matici A ∈ T m×n, regulárńı R ∈ T m×m

a regulárńı R ′ ∈ T n×n plat́ı: rank A = rank(RA) = rank(AR ′).
Důkaz: rank A ≥ rank(RA) ≥ rank(R−1RA) = rank A; pro R ′ též.



Vztahy řádkového prostoru a jádra
Pozorováńı:
▶ Pro každé v ∈ RA a každé x ∈ ker A plat́ı: vTx = 0,
▶ pro každé x ∈ T n : (∀v ∈ RA : vTx = 0) ⇔ x ∈ ker A,
▶ pro každé v ∈ T n : (∀x ∈ ker A : vTx = 0) ⇔ v ∈ RA.

Důkaz: Zvoĺıme vhodné d ∈ T m, aby v = ATd .
Potom plat́ı: vTx = (ATd)Tx = dTAx = dT0 = 0.
Prvńı charakterizace plyne z prvńıho pozorováńı a definice jádra.
Druhá z faktu, že p̌ridáńı v /∈ RA jako nového řádku do matice A
by zvýšilo jej́ı hodnost. Některá volná proměnná by se stala
bázickou, což vede ke konstrukci x ∈ ker A takového, že vTx ̸= 0.

Pozorováńı: Pro reálné matice A plat́ı RA ∩ ker A = {0}.
Důkaz: Vezměme v ∈ RA ∩ ker A. Protože v ∈ RA, je rovnice
v1x1 + · · · + vnxn = 0 lineárńı kombinaćı rovnic soustavy Ax = 0.
Protože v ∈ ker A, je vektor v řešeńım této rovnice. Po dosazeńı
dostáváme: v1v1 + · · · + vnvn = 0, z čehož na R plyne v = 0.

Věta: Každý podprostor V aritmetického vektorového prostoru T n

je množinou řešeńı vhodné homogenńı soustavy Ax = 0.

Důkaz: Z báze V slož́ıme po řádćıch pomocnou matici B.
Podobně, z báze ker B slož́ıme po řádćıch hledanou matici A.

0V = RB
T n

ker B= ker A = RA

x ∈ V ⇔ x ∈ RB ⇔ ∀v ∈ ker B : vTx = 0 ⇔
⇔ ∀v ∈ RA : vTx = 0 ⇔ x ∈ ker A ⇔ Ax = 0



Vztahy řádkového prostoru a jádra
Pozorováńı:
▶ Pro každé v ∈ RA a každé x ∈ ker A plat́ı: vTx = 0,
▶ pro každé x ∈ T n : (∀v ∈ RA : vTx = 0) ⇔ x ∈ ker A,
▶ pro každé v ∈ T n : (∀x ∈ ker A : vTx = 0) ⇔ v ∈ RA.

Věta: Každý podprostor V aritmetického vektorového prostoru T n

je množinou řešeńı vhodné homogenńı soustavy Ax = 0.

Důkaz: Z báze V slož́ıme po řádćıch pomocnou matici B.
Podobně, z báze ker B slož́ıme po řádćıch hledanou matici A.

0V = RB
T n

ker B= ker A = RA

x ∈ V ⇔ x ∈ RB ⇔ ∀v ∈ ker B : vTx = 0 ⇔
⇔ ∀v ∈ RA : vTx = 0 ⇔ x ∈ ker A ⇔ Ax = 0



Kv́ız — řešeńı
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Má-li matice A jen ťri řádky a ty jsou r̊uzné,
potom rank(AT) může nabývat hodnoty
a) 0, b) 1, c) 2, d) 3, e) 4, f) 100.

2. Je-li součin BA definován, pak vždy
a) prostor SBA se shoduje s prostorem SA,
b) SBA je podprostorem SA,
c) SBA nemuśı být podprostorem SA, ale oba jsou
podprostorem společného aritmetického prostoru,
d) SBA a SA nemusej́ı být podprostorem téhož prostoru.

3. Soustavy rovnic s maticemi A a AT maj́ı stejný počet:
a) bázických proměnných, b) volných proměnných,
c) volných v Ax = b je stejně jako bázických v ATy = c.

4. Pokud A = BC , kde C je regulárńı, potom:
a) RA = RB, b) SA = SB, c) ker(A) = ker(B),
d) ani jedna z uvedených rovnost́ı neplat́ı.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Matice A obsahuje alespoň jeden nenulový řádek, a proto má
hodnost alespoň 1 a nejvýše 3. Transpozice hodnost nezměńı.

2. Pokud A ∈ T m×n a B ∈ T p×m, pak BA ∈ T p×n. Matice
mohou ḿıt r̊uzně dlouhé sloupce: SA ⊆ T m a SBA ⊆ T p.

3. Matice maj́ı shodnou hodnost a ta odpov́ıdá počtu bázických
proměnných. Je-li A ∈ T m×n ryze obdélńıková, pak se počty
volných proměnných lǐśı: n − rank(A) ̸= m − rank(AT).
Posledńı možnost neplat́ı nap̌r. pro jednotkovou matici.

4. Součiny s regulárńı matićı zprava odpov́ıdaj́ı sloupcovým
úpravám a zachovávaj́ı sloupcový prostor a nikoli řádkový.
Ani jádro neńı zachováno, nap̌r.:

(
1 0

)
=

(
0 1

) (
0 1
1 0

)



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jak byste popsali vektory ze sloupcového prostoru matice
v odstupňovaném tvaru?

▶ Změńı se tento prostor, pokud se matice dále uprav́ı na
redukovaný odstupňovaný tvar?

▶ Jsou-li A a B matice se stejným počtem sloupc̊u,
jak z nich lze sestavit matici s jádrem ker(A) ∩ ker(B)?

▶ Může pro správně zvolené matice platit
rank(BA) < min{rank A, rank B}?
Pokud ano, dokážete nějaké takové sestavit?

▶ Jak se pro v /∈ RA sestav́ı x ∈ ker A, aby platilo vTx ̸= 0?


