Lemma o vyméné

Lemma: Necht C generuje vektorovy prostor V nad T, c € C a
v € V. Pokud lze v zapsat linearni kombinaci vektor z C, v niz
je u ¢ nenulovy koeficient, tak mnozina (C \ ¢) U v generuje V.

Formalné: (v = Xn: ajcj N aj # 0) =span((C\c)Uv)=V
=1

n
V:ZBJCJ'AB,'#O
j=1

Roli ¢ ze znéni lemmatu ma ¢; z formalniho zapisu i z obrazku.

Ukazka: Provedeni elementarni radkové operace odpovidd vyméné
dle lemmatu v tzv. radkovém prostoru, generovaném fadky matice.
(Forméalné jejich transpozicemi, protoze vektory jsou sloupcové.)



Lemma o vyméné

Lemma: Necht C generuje vektorovy prostor V nad T, c € C a
v € V. Pokud lze v zapsat linearni kombinaci vektor z C, v niz
je u ¢ nenulovy koeficient, tak mnozina (C \ ¢) U v generuje V.

Ukazka: Pro prostor V = R3, systém generatorii
C={a,...,c}=1{(1,0,07",(0,1,0)7,(0,0,1)",(1,1,0)"}

a vektory v = (1,1,1)T, v/ = (2,1,0)".

Pokud vyjad¥ime: (1,1,1)" = (1,0,0)" + (0,1,0)" + (0,0, 1)T,

vidime, Ze v Ize vyménit za kterykoli z ¢, ¢ nebo cs.

Podobnég, pokud vyjad¥ime: (1,1,1)" = (1,1,0)" + (0,0,1)",

vidime, Ze v Ize také vyménit za ¢4.

Kazda kombinace ajc; + -+ + agcs = (a1 + ag, a» + ag, a3)"

ma treti slozku nulovou, pravé kdyz a3 = 0.
Tudiz v/ nelze vyjadFit jako linedrni kombinaci, kde a3 je nenulové.
Proto c3 nelze vyménit za v’ a ziskat opét systém generator(.
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Lemma: Necht C generuje vektorovy prostor V nad T, c € C a
v € V. Pokud lze v zapsat linearni kombinaci vektor z C, v niz
je u ¢ nenulovy koeficient, tak mnozina (C \ ¢) U v generuje V.

Formalné: (v = Zn: ajcj N\ aj # O) =span((C\¢c)Uv)=V
=1

Dikaz: v =a1€1+ -+ ai¢i+- -+ anch = ¢ = i(v—Zajcj)-
’ J#i

Jakékoli u € V milzeme zapsat jako linedrni kombinaci prvkd z C.
Vyskytuje-li se ¢; v této kombinaci, dosadime za c; vyraz vyse.
Tim ziskdme u jako linearni kombinaci prvki z (C \ ¢;) U v.

n
V kone¢ném piipadé, je-li C = {c1,...,c,} au= 3 bjcj,
j=1

dostaneme jmenovité u = %V + ;i(bf - %)i)cj
J7I



Steinitzova véta o vyméné

Véta: Necht B je kone&na linearné nezavisla mnoZina ve
vektorovém prostoru V' a C generuje V. Pak existuje D takova, Ze:
»span(D)=V » BCD »|D=|C|] »D\BCC

Ditkaz: Indukei podle |B\ C|. Kdyz B\ C = (), Ize vzit D = C.
Jinak zvolime libovolné b € B\ C a polozime B’ = B\ b.
Protoze mnozina B’ je linedrné nezévisla a |B'\ C| < |B\ C|,
podle indukéniho predpokladu existuje D' pro B’ a C takova, Ze:
»span(D')=V w» B CD »|D|=|C] »D\BCC

Vyjadfime b vici {di,...,d,} C D’. Mnozina B je line4rné
nezavisla, a tak a; # 0 pro néjaké d; ¢ B. Potom D = (D' \ d;)Ub
splfiuje vSechny ¢&tyFi vlastnosti (prvni z nich z lemmatu o vyméné).



Ukézka pro V = Z3
Dakaz indukci Ize prevést do iterativniho postupu tak, ze
vektory {bi,..., by} = B\ C postupné vyménujeme za vhodné
vektory z C, ¢imz ziskdme posloupnost Dy = C, D, ..., Dy = D.
Je dana linearné nezévisla mnozina B = {(1,1,0,0)",(1,1,0,1)"}
a systém generatorli C = Dy =
{(1’ O’ 0’ 0)T7 (07 17 07 O)T’ (07 07 17 0)T7 (O’ 0’ 07 1)T7 (17 17 17 1)T}
1. Vyjad¥ime napt.: (1,1,0,0)" = (1,0,0,0)" 4 (0,1,0,0)"
a vyméfiime (1,0,0,0)" za (1,1,0,0)".
Mame D; =
{(1,1,0,0)7,(0,1,0,0)",(0,0,1,0)",(0,0,0,1)7,(1,1,1,1)T}.
2. Vyjad¥ime napt.: (1,1,0,1)" = (1,1,0,0)" +(0,0,0,1)"
a vyméiiime (0,0,0,1)" za (1,1,0,1)".
Ziskali jsme pozadovanou mnozinu generatorti D, = D =
{(1,1,0,0)7,(0,1,0,0)",(0,0,1,0)7,(1,1,0,1)",(1,1,1,1)T}.

Druhy krok odpovida diikazu pro b= (1,1,0,1)" a D' = D;.



Disledky véty o vyméné

Disledek: Je-li vektorovy prostor konecné generovan,
pak jakoukoli linedrné nezavislou mnozinu lze rozsitit na bazi.

Dikaz: Stac¢i D zzit na linedrné nezavislou pfi zachovani B.

Dasledek: Pokud je vektorovy prostor konecné generovan,
pak vSechny jeho bize maji stejnou mohutnost.

Dakaz: Méjme baze B, C prostoru V/, pak:
B nezavisla, C generuje V = |B| < |C|

. . = [B[ = [C]
C nezavisla, B generuje V = |C| < |B|



Dimenze a véta o priiniku a spojeni
Definice: Dimenze kone¢né generovaného vektorového prostoru V
je mohutnost kterékoli z jeho bazi. Znadi se dim(V).
Ukazky:

» dim(7T") = n.

» Dimenze roviny coby podprostoru R3 je 2.

» Dimenze prostoru polynomi stupné nejvyse n je n+ 1.
Pozorovani: Je-li V podprostorem W
kone¢né dimenze, pak dim(V) < dim(W).
Dikaz: Baze podprostoru V je nezvisla
ve W a lze ji rozsi¥it na bazi prostoru W.
Véta: Jsou-li U, V podprostory konecné generovaného prostoru W/,
pak dim(U) 4+ dim(V) = dim(U N V) + dim(span(U U V))

Dikaz: Rozsitime bazi B priniku U NV na bazi C prostoru U a
také na bazi D prostoru V. Potom |C|+ |D| = |B| + |C U D|.
Lineadrni nezavislost BU C U D: kdyby v € span(B U C) Nspan(D),
pakve UNV = [V]D = O\D\ = v=0 = [V]BUC = 0|BUC\-




Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moZnosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Pokud v prostoru R3 vyménime ve dvouprvkové linedrné
nezavislé mnoziné jeden vektor za dva jiné linedrné nezavislé

vektory, pak dostaneme:
c) mnozinu, kterd mize, ale nemusi byt bazi,

2. Dimenze prostoru polynom( p stupné nejvyse 3
s koeficienty v Zs takovych, ze p(0) =0 je
a) 3
3. Kolik vektorii obsahuje prostor nad Z, dimenze d > 17
d
e)p

4. lez:



Komentar k reseni kvizu

1. Nap¥. pokud v {(1,0,0)",(0,1,1)"} vyménime (0,1,1)"
za {(0,1,0)7,(0,0,1)"}, tak ziskame standardni bazi.
Vyménime-li jej za {(0,1,0),(1,1,0)"}, pak o bazi nejde.

2. Podminka p(0) = 0 vymezuje jen polynomy bez konstantnich
genti {ax3 + bx? + cx: a, b, c € Zs}, napt. s bazi (x3,x2, x).

3. Vektory jsou d-tice prvkii ze Z,. Kazdou jejich slozku lze volit
Z p moznosti, a to nezavisle na ostatnich slozkach.

4. Je-li W =R? a V je ptimka prochazejici po¢atkem, pak
dim(span(W\ V)) =2 #2 — 1 =dim(W) — dim(V).



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jaké kvantifikatory a které proménné jsou pro stru¢nost
vynechany z formalniho zapisu lemmatu o vyméné?

» Kterd z pozadovanych vlastnosti mnoziny D z véty o vyméné
by byla porusena, kdybychom provedli stejny postup, ale
nepozadovali, aby B byla linedrné nezavisla?

» Je konecnost vyuzita v lemmatu o vyméné?

» Ve kterém okamziku selze ditkaz Steinitzovy véty o vyméngé,
pokud by B nebyla konecna?

» Je pro jednoznaénost dimenze tfeba Steinitzova véta o
vyméné, nebo plyne i z jinych argumenti?

» Analogie (podle principu inkluze a exkluze) véty o priniku a
spojeni neplati pro tfi prostory. Dokazete najit protipriklad a
podle néj urdit vlastnost, kterou nelze pro diikaz zarudit?



