Podprostor

Definice: Necht V je vektorovy prostor nad T, potom
podprostor U je neprazdna podmnozina V spliujici:
> YuvelU : u+velU
> VYve UVte T : tvelU

Ukazky: Rovina U obsahujici pocatek O
je podprostorem V = R3.

P¥imka W C U prochazejici poc¢atkem

je podprostorem U i podprostorem V. 0

Polynomy stupné nejvyse 5 tvofi podprostor prostoru funkci.

Pozorovani: Jakykoli podprostor je také vektorovy prostor,
protoZe existen¢ni axiomy plynou z uzavrenosti: 0 = 0v € U
a také —v = (—1)v € U. Ostatni axiomy plati jiz na V.



Prinik podprostort

Véta: Necht (U;,i € I) je libovolny systém podprostorii prostoru V.

Prinik tohoto systému () U; je také podprostorem V.
icl

Ukazka: Roviny U; a U, jsou podprostory vektorového prostoru R3.
Jejich priinikem je p¥imka /. Je to také podprostor R3.
U>

U
w




Prinik podprostort

Véta: Necht (U;,i € I) je libovolny systém podprostorii prostoru V.
Prinik tohoto systému () U; je také podprostorem V.

icl
Diikaz: Necht W = N U;. UkdZzeme, e W je uzavfen na + a -.
icl
Yu,ve W:
uveW=Viel:uvelU=Viel:u+tvelU =u+tveW
Vte T,ve W:

veW=Viel:velU=Viel:tvelU =>tveW

Vsimnéte si, ze kdyz | = (), pak prazdny prinik W = N U; =V
ich
je podprostorem samotného V.



Podprostor generovany mnozinou, linearni kombinace

Definice: Podprostor prostoru V' generovany mnozinou M je prinik
vSech podprostori U z V/, které obsahuji M. Zna&i se span(M).

Formalné span(M) = N{U : M C U, U je podprostor V'}
linearni obal M L(M)

Ukazky: Pro V =R3, span({(2,2,2)"}) = {(a,a,a)",a € R}
... pfimka obsahujici body se vSemi tfemi souradnicemi totoznymi

span({(1,0,0)",(0,1,0)"}) = {(a,b,0)", a,b € R}
. rovina uréend prvnimi dvéma osami

Definice: Linearni kombinace vektori vi,...,vix € V nad T
je libovolny vektor u = ajvi + - - - + akvg, kde a,...,axk € T.

Véta: Necht V je vektorovy prostor nad T a M je podmnoZina V.
Pak span(M) je mnozina vSech linedrnich kombinaci vektord z M.



Ukazka pro W = {x : Ax =0}

1 -2 4 0 3 1 -2 40 3

2 4 -6 6 0 0 0 1 3 2
PoA=1, 8 13 9 —4| ™™o 0 00 1

3 6 9 -9 1 0 0 000
fesime W = {p1(2,1,0,0,0)" + p»(12,0,-3,1,0)" : p1, p» € R}

1. W lze chépat coby priinik nasledujicich podprostori:

U ={x:(1,-2,4,0,3)- x =0} Kazdé U; odpovida

U ={x:(—-2,4,-6,6,0)-x =0}  jedné rovnici soustavy
Us = {x:(4,-8,13,—9,—4) - x = 0} a tvofi nadrovinu v R>,
Uy ={x:(3,-6,9,-9,1)- x =0} W=UnUnNUsN Uy

2. Stejny podprostor W jiz byl

popsany jako mnozina linearnich kombinaci
W = span((2,1,0,0,0)7,(12,0,-3,1,0)")
Spravnost Gaussovy eliminace a zpétné
substituce dokazuje, Ze oba zpisoby
popisuji stejny podprostor v R>.




Diikaz véty

Oznaéme Wy = ({U: M C U, U je podprostor V'} a
k

WQZ{ZQ;V;:/(GN,Q;GT,V,'GM}. Cil: Wy = Wh.
i=1

W, je podprostor, protoze je uzavien na skalarni nasobky

uec W, = u= Zk:a,-v,-:>tu:t'k ajv; = 'Zk:(ta,-)v,-:> tu e W,
a analogicky taklé:aa soulty u, w é:|1/v2 = . -1-21:> ut+welW,
Protoze M C W, mame W, mezi protinajicimi se podprostory U.
Odtud Wy C Ws.

Kazdy U obsahuje M a je uzavien na scitani a skalarni nasobky.
Tudiz kazdy U obsahuje vSechny linedrni kombinace vektord M.
Proto VU : Wr C U = W, C Wj.



Kviz — reseni

Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

lez:

Jsou-li u, v rGzné a netrivialni, potom mezi span{u, v} a
span{u} Uspan{v} plati vzdy vztah: d) 2.

Pro vSechny podmnoziny A, B vektorového prostoru V plati:
b) spanV =V,

e) AC B = spanA CspanB, f) span(spanA) = spanA.

. Tteti nejmensi moznd mohutnost podprostoru prostoru Zg jer

c) 25,
Pravda : Polynomy majici nenulové koeficienty
jen u ¢&lenti lichych stupniti (napf. 2x” + x3 + 5x)
tvofi podprostor prostoru realnych funkci.



Komentar k reseni kvizu

1.
2.

P¥imky coby vektorové prostory museji prochazet pocatkem.

Vektor, ktery je skaldrnim ndsobkem u nebo v, je i linearni
kombinaci obou (jeden koeficient nebo i oba mohou byt 0).
a) napt. v R?: A= {e1}, B = {2e1}; b) v priiniku je jen V;
c) napt. {er,er}, {cer,c € R} (stadii c € {1,2,3});

d) 0 je v priiniku v8ech podprostorti, podobné i " = 0;
0
e) kombinace vektorl A jsou i kombinacemi vektort B;

f) linedrni kombinace linedrnich kombinaci jsou linedrni
kombinace vektor(, z nichZ jsou kombinace vytvoreny;
Nejmensi prostor je trividlni: {0}. Prostory druhé nejmensi
mohutnosti maji 5 vektordl, treti 25, atd. po mocninach 5.
Nulové koeficienty u ¢lent sudych stupnt se zachovaji u
s¢itani i skalarnich nasobki. Mimo jiné, nulovy vektor, neboli
konstantni nulova funkce f(x) = 0, patfi do této mnoziny.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Muize mit nespoletny pocet podprostorii neprazdny prinik?

» Pokud je u linedrni kombinace vektord vyi,..., v, a u je
linedrni kombinace wy, ..., w,, lze pak soulet u + v’ vyjadfit
jako linedrni kombinaci vektor vy, ..., vg, wi,..., w;?

Jak to souvisi s linedrnim obalem nekonecné mnoziny M?



