
Vektorový prostor
Definice: Vektorový prostor (V , +, ·) nad tělesem (T , +, ·) je
množina V spolu s binárńı operaćı + na V a binárńı operaćı
skalárńıho násobku · : T × V → V , kde:
▶ (V , +) je Abelovská grupa
▶ ∀a, b ∈ T , ∀v ∈ V : (a · b) · v = a · (b · v)
▶ ∀v ∈ V : 1 · v = v
▶ ∀a, b ∈ T , ∀v ∈ V : (a + b) · v = (a · v) + (b · v)
▶ ∀a ∈ T , ∀u, v ∈ V : a · (u + v) = (a · u) + (a · v)

Prvky T se nazývaj́ı skaláry, prvky V se nazývaj́ı vektory.

Rozlǐsujeme nulový skalár 0 ∈ T a nulový vektor 0 ∈ V .
Máme opačný skalár −a ∈ T i opačný vektor −v ∈ V .
Existuje inverzńı skalár a−1 ∈ T , ale neexistuje inverzńı vektor v−1!
Součiny v · a a v · u nejsou definovány a tak jsou formálně chybné!

Symbol součinu · se často vynechává. Součin · má p̌rednost p̌red +.



Ukázky

▶ Aritmetický vektorový prostor T n dimenze n nad tělesem T .
Vektory jsou uspǒrádáné n-tice prvk̊u z T .
Sč́ıtáńı a skalárńı násobky se prováděj́ı po soǔradnićıch.
Každé těleso T dává vektorový prostor T 1 stejné mohutnosti.

▶ T m×n . . . matice typu m × n nad T .
▶ V = {0} triviálńı vektorový prostor nad libovolným tělesem T .
▶ Polynomy s koeficienty v T .
▶ Polynomy omezeného stupně.



Vektorový prostor reálných funkćı nad tělesem R

Vektory f , g jsou reálné funkce reálné proměnné

x x

f (x)

f (x)

3f (x)

f (x) + g(x)

g(x)
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Množinové systémy jako vektorové prostory
Necht’ A je systém podmnožin množiny M, který je uzav̌ren na
symetrický rozd́ıl △.

Potom (A, △, ·) je vektorový prostor nad Z2, kde · je definován
jako: 0 · A = ∅, neutrálńı prvek △, a 1 · A = A pro všechna A ∈ A.

Plat́ı: ∀A, B, C ∈ A : (A △ B) △ C = A △ (B △ C),
protože výsledkem je
podmnožina M s prvky,
které nálež́ı lichému
počtu množin A, B a C .
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Libovolnou A ∈ A lze reprezentovat charakteristickou funkćı

χA : M → Z2 definovanou χA(a) =
{

1 pro a ∈ A
0 pro a /∈ A

Pozorováńı: Množina A △ B má charakteristickou funkci
χA△B = χA + χB, protože 1 + 1 = 0 v Z2.



Vektorový prostor na grafech
Necht’ M = EG a A obsahuje množiny hran A takové, že
každý vrchol G nálež́ı sudému počtu hran z A.
Tyto množiny A indukuj́ı tzv. sudé podgrafy grafu G .
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Operace △ zachovává sudý stupeň,
protože symetrický rozd́ıl dvou
množin sudých mohutnost́ı, zde
množin hran obsahuj́ıćıch tentýž
vrchol, má také sudou mohutnost.

△ =

|A △ B| = |A| + |B| − 2|A ∩ B|



Vlastnosti vektorových prostor̊u
Protože (V , +) je grupa, máme už dokázáno:
▶ jednoznačnost vektoru 0,
▶ jednoznačnost −u,
▶ korektnost ekvivalentńıch úprav: u = v ⇔ u + w = v + w ,
▶ řešitelnost rovnic: x + u = v ⇔ x = v − u.

Pozorováńı: Pro jakékoli v ∈ V a a ∈ T plat́ı: 0v = a0 = 0.
Důkaz:
0v = 0v + 0 = 0v + 0v − 0v = (0 + 0)v − 0v = 0v − 0v = 0
a0 = a0 + 0 = a0 + a0 − a0 = a(0 + 0) − a0 = a0 − a0 = 0

Pozorováńı: Pro libovolné v ∈ V plat́ı: (−1)v = −v .
Důkaz: (−1)v + v = (−1)v + 1v = (−1 + 1)v = 0v = 0

Pozorováńı: Pokud av = 0, pak a = 0 nebo v = 0.
Důkaz: Pokud a ̸= 0, pak v = 1v = a−1av = a−10 = 0.



Kv́ız — řešeńı
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Kolik vektor̊u má prostor čtvercových matic řádu 3 nad Z2?
a) 8, b) 9, c) 12, d) 18, e) 81, f) 512, g) v́ıc než 1 000.

2. Nulový vektor 0n
a) je shodný pro všechny aritmetické vektorové prostory,
b) je shodný pro aritmetické prostory s vektory stejných délek,
c) je v každém aritmetickém vektorovém prostoru jiný,
d) paťŕı jedinému vektorovému prostoru a to aritmetickému.

3. Pravda nebo lež? Každý vektorový prostor
nad konečným tělesem má konečně mnoho vektor̊u.

4. Jsou-li charakteristické funkce χA a χB a 1 2 3
χA(a) 1 1 0
χB(a) 0 1 0

množin A a B dané následuj́ıćı tabulkou,
potom řádek pro χA + χB má vpravo:

a) 0 0 0, b) 1 0 0, c) 1 1 0, d) 1 2 0, e) 1 2 3, f) 1 1 1.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Matice maj́ı 9 prvk̊u, každý je bud’ 0 nebo 1. Existuje 29

r̊uzných matic, každá je vektorem v uvedeném prostoru Z3×3
2 .

2. Různá tělesa T a R maj́ı r̊uzné nulové prvky: 0T ̸= 0R .
Nap̌r. nulový prvek tělesa R je reálné č́ıslo, ale nulový prvek
tělesa racionálńıch funkćı R(x) je konstantńı nulová funkce.
Proto se lǐśı i nulové vektory (0T , . . . , 0T ) ∈ T n a
(0R , . . . , 0R) ∈ Rn, i když maj́ı stejnou délku n.

3. Nap̌r. systém všech podmnožin množiny p̌rirozených č́ısel N
je nekonečný vektorový prostor nad konečným tělesem Z2.

4. Obor hodnot každé charakteristické funkce χ je Z2.
Charakteristické funkce proto sč́ıtáme po složkách nad Z2.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Které axiomy lze využ́ıt p̌ri práci ve vektorových prostorech,
započ́ıtáme-li i ty, které jsou v definici tělesa a grupy?

▶ Které operace nev́ıc lze provádět s aritmetickými vektory?
▶ Které operace s polynomy jsou operace vektorového prostoru?
▶ Jak vyjáďŕıte řešeńı rovnice ax + u = v?

Z kterých axiomů vyplývá vzorec pro řešeńı?


