Podgrupy
Definice: Grupa (H,e) je podgrupa grupy (G, o) jestlize H C G a
Va,b€ H:aeb=aob. Piseme (H,o) < (G,o0).
V obou grupach se obvykle pouziva stejny operacni symbol.
Ukazky: Aditivni podgrupy: (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C,+),
(suda cela ¢&isla, +) < (Z, +).

Multiplikativni podgrupy:
(Q+’ ) < (R+v )

A Al
@\ {0},-) < (R\{0},)) < (C\{0},")

VI VI
({-1.1}) < ({zeC:fzl =1},)
(permutaéni matice, ) < (regularni matice, -) ... obé& z R"*",

Grupy permutaci: ({id, p1},0) < Ss,

A, = (sudé permutace S,,0) <SS, ... tzv. alternujici grupa.
Pozorovani: Je-li (H, o) podgrupa (G, o), pak

eq=ec€EH a VaeH:a;lzagleH.



Kosety (rozkladové tridy)

Znaceni: V této lekci budeme grupovou operaci o vétsSinou
pro stru¢nost vynechavat, Cili gh znamena g o h.

Definice: Necht H je podgrupa G. Pro jakékoli a € G nazveme
mnozinu aH = {ah: h € H} levym kosetem H v G danym a a
mnozinu Ha = {ha: h € H} pravym kosetem H v G danym a.

Ukazka:

Pro G = (Z,+) a podgrupu H sudych &isel dostaneme dva kosety.
Jeden koset je samotna H (pro a = e = 0), tj. suda Cisla;

druhy koset je tvoten lichymi ¢isly (napf. pro a = 7).

Tento koset 7+ H neni podgrupa!
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Kosety (rozkladové tridy)

Znaceni: V této lekci budeme grupovou operaci o vétsSinou
pro stru¢nost vynechavat, Cili gh znamena g o h.

Definice: Necht H je podgrupa G. Pro jakékoli a € G nazveme
mnozinu aH = {ah: h € H} levym kosetem H v G danym a a
mnozinu Ha = {ha: h € H} pravym kosetem H v G danym a.

Ukazka:

Pro G = (Z,+) a podgrupu H sudych &isel dostaneme dva kosety.
Jeden koset je samotna H (pro a = e = 0), tj. suda Cisla;

druhy koset je tvoten lichymi ¢isly (napf. pro a = 7).

Tento koset 7+ H neni podgrupa!

Pozorovani: Je-li G Abelovska, pak se levy a pravy koset dané
libovolnym a € G shoduji: aH = Ha, jako v nasi ukazce.

Kosety dané e se vzdy shoduji eH = He = H,
dokonce i v neabelovskych grupach.



Rozdéleni na levé a na pravé kosety se nemuseji shodovat

Necht H = {id, p1 }.

id p1 pp p3 rp o

H je podgrupa Sz, nebot id|id p1 p p3 rp oo
idid=p1p1 =id a prproid reoro p2ops
p1id =id p1 = p1. p2|p2 r- id f+ p3 p1
P3 r— id p1 p

Levé kosety jsou: ry ppr p2 r— id
idH = p1H = {id, p1} r—|r- p p3 prid oy

poH =rH={ps.r }

Pravé kosety jsou:

Hid = Hpy = {id, p1 }
Hpy = Hry = {p2,r+}
Hps = Hr— = {ps3,r_}




Vlastnosti kosetl

Lemma: Necht H je podgrupa G, pak
Va,b € G : bud aH = bH nebo aH N bH = ).

aH H

eah|=|eh

ea Y
Diikaz:

Pokud aH N bH # (), zvolme hy, h, € H, aby ah; = bh, € aH N bH.
Pak a = bhyh!, tedy Vh € H: ah = bhyh;*h € bH, &ili aH C bH.
Pak b = ahyhy ', tedy Vh € H: bh = ahihy*h € aH, &ili bH C aH.

H aH
ehi| |ea
° hz ahlo



https://cs.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange

Vlastnosti kosetl

Lemma: Necht H je podgrupa G, pak
Va,b € G : bud aH = bH nebo aH N bH = ).

Dasledky: H = eH = aH pro vSechna a € H.
Téz a ¢ H pravé kdyz aH N H = 0.
Lagrangeova véta:

Je-li H podgrupou koneéné grupy G, pak |H| déli |G|.

Duakaz: Zobrazeni h — ah je bijekce mezi H a aH, &ili |H| = |aH]|.

Giuseppe Lodovico Lagrangia Marie Ennemond Camille Jordan
1736 — 1813 1838 — 1922


https://cs.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange

Normalni podgrupa

Otazka: Kdy se grupova operace prenasi na kosety
jako napriklad s¢itani na mnozinach sudych a lichych celych &isel?

Formalné: Pro které podgrupy H plati, ze:
x €aH ANy € bH = xy € (ab)H pro vSechna a, b, x,y € G?

Definice: Podgrupa H v G je normalni, pokud Va € G : aH = Ha.

Ukazky: Kazda podgrupa Abelovské grupy je normalni.
Podgrupa H = ({id, p1},°) < Sz neni normalni.

Levé a pravé kosety se neshoduji.

Na kosety H, poH a psH se operace skladani neptenese:
r-epH, aler_ro=ry ¢ (pop2)H=H



Normalni podgrupa
Otazka: Kdy se grupova operace prenasi na kosety

jako napriklad s¢itani na mnozinach sudych a lichych celych &isel?

Formalné: Pro které podgrupy H plati, ze:
x €aH ANy € bH = xy € (ab)H pro vSechna a, b, x,y € G?

Definice: Podgrupa H v G je normalni, pokud Va € G : aH = Ha.

Ukazky: Kazda podgrupa Abelovské grupy je normalni.
Podgrupa H = ({id, p1},°) < Sz neni normalni.
Alternujici grupa A, je normalni podgrupa S,:
» Pokud je p sudé, pak pA, = A,p = A, ... kladnd znaménka
» Pokud je p liché, pak pA, =A,p =S, \ A, ... zéporna zn.
Konkrétné pro Az = {id, ry, r_},
jsou levé a pravé kosety stejné, proto je Az normalni podgrupa:
idAs = Azid = ry Az = Asry = r-As = Asr_ = {id, ry,r—} = A3
P1A3 = Asp1 = p2A3 = Azpr = p3As = Asps = {p1, p2, p3}



Normalni podgrupa
Véta: Grupova operace se prenese na kosety H v G
pravé kdyz je podgrupa H normalni.

Dikaz: <: Shoduji-li se kosety bH = Hb a jsou-li x € aH,y € bH,

pak dhy1, hp € H : x = ahy,y = hob. Odtud uz dostaneme

xy = ahihob = ah3b = abhy € (ab)H pro vhodna h3, hs € H.

=-: Pro spor pfredpokladejme, Ze existuje a € G : aH # Ha.

» Je-li aH Z Ha, pak existuje h € H takové, ze ah ¢ Ha.

Pak aha~1¢ H, protoze aha ' = h' € H = ah = h'a € Ha.
Grupova operace se podle predpokladu pfenasi na levé kosety,
&ili aha=l= aha=lec (aa !)H = eH = H, coz je spor.

» Ptipad Ha ¢ aH plyne podobné otocenim poradi operandii.



Normalni podgrupa

Véta: Grupova operace se prenese na kosety H v G
pravé kdyz je podgrupa H normalni.

Dikaz: <: Shoduji-li se kosety bH = Hb a jsou-li x € aH,y € bH,
pak dhy1, hp € H : x = ahy,y = hob. Odtud uz dostaneme
xy = ahihob = ah3b = abhy € (ab)H pro vhodna h3, hs € H.

=-: Pro spor pfredpokladejme, Ze existuje a € G : aH # Ha.

» Je-li aH Z Ha, pak existuje h € H takové, ze ah ¢ Ha.
Pak aha~1¢ H, protoze aha ' = h' € H = ah = h'a € Ha.
Grupova operace se podle predpokladu pfenasi na levé kosety,
&ili aha=l= aha=lec (aa !)H = eH = H, coz je spor.

» Ptipad Ha ¢ aH plyne podobné otocenim poradi operandii.

> Ukazali jsme, ze se grupova operace neprendsi na levé kosety.
Obdobnou zdménou poradi by Slo ukazat, Ze se
tato operace neprenasi ani na pravé kosety.



Faktorizace normalni podgrupou

Definice: Necht (H, o) je normélni podgrupa (G, o) pak
G/H = ({aH: a € G},e), kde aH e bH = (ao b)H je
podilova grupa G podle H. (Nazyvana téz faktorgrupa, kvocient.)

Ukazka: Podilova grupa S, podle A, ma dva prvky (kosety),
jmenovité podgrupu A, a jeji doplnék S, \ A,.

Operace o se pfenese z grupy S, * ‘

p A A Sh\ A
na podilovou grupu S,/A: n n n \An
p grupu S,/ S\ AL S VA, AL

Podilova grupa S,/A, je izomorfni's ({1,—1},")
(tzn. operace se v obou grupach chovaji stejné,
jen se operace a prvky grup jinak nazyvaji),

nebot znaménka reprezentuji kosety a  odpovida -.

—-1/-1 1



Zbytkové tfidy modulo 6 jako podilova grupa (Z, +)

Oznatme 6Z = {6k, k € Z} = {...,—6,0,6,12,...}

(6Z,+) je podgrupou (Z,+), protoze (6|a A 6|b) = 6|(a+ b).
Navic 6Z je normalni podgrupa, protoze + je komutativni.

Levé kosety 6Z v Z jsou T; = {x € Z : x =i (mod 6)}, ¢ili:
To=6Z={...,-6,0,6,12,...}, 1, ={...,—=5,1,7,13,...},
T,={...,-4,28,14,...}, T3={...,-3,3,8,15,... },
T,={...,-2,410,16,...}, Ts ={...,—1,5,11,17,... }.

Téchto Sest kosetl spolu + 170 Th T2 T3 Ta Ts

s odvozenou operaci + tvoti  lo| To T1 T2 T3 Ta Ts

podilovou grupu Z/6Z. Ti|Ti Ta T3 Ta Ts To

To|Ta T3 Ty Ts To T
Scitani se prenasi, protoze LT 7o s To W T»
a€TibeTj— To|Ta Ts To i T2 T




Otazky k porozuméni tématu prednasky

» ProC kazdy prvek nalezi do néjakého kosetu?

> ProC v podilové grupé plati vSsechny axiomy
z definice grupy?

» Meéjme pravidelny Sestithelnik H na vrcholech A, ..., F.
Necht G je grupa geometrickych transformaci roviny
(rotace, osové a stfedové soumérnosti), které zachovavaji H.

1.

ARl BN

Kolik prvki ma G?

Kolik prvkd ma podgrupa fixujici vrchol A?

Kolik levych a kolik pravych kosetdi ma podgrupa fixujici A?
Je to normalni podgrupa?

Tvoti rotace o thel 0,60, 120, 180,240 a 300 stupnli po sméru
hodinovych ruci¢ek normalni podgrupu grupy G?



