Grupa permutaci

Definice: Permutace na mnoziné {1,2,...,n} je bijektivni
zobrazeni p: {1,2,...,n} —{1,2,...,n}. ‘1 5 3
Permutace miize byt popséna tabulkou, p(i) ‘ 1 3 2
zkréacené jen 2. ¥adkem (1,3, 2), :ll 2><3
pomoci bipartitniho grafu, 1 2 3
podle grafu jeho cykli 17)2<=3, jejich seznamem (1)(2, 3),
nebo pomoci tzv. permutacni matice P 100
1 kdyz p(i) =j P=|0 0 1

kde (P);; =

(P {0 jinak 010

Pozorovani: Pro matice A a P odpovidajicich ¥ada,
PA zamicha tadky A podle p, zatimco AP méni poradi sloupci:

100 123 123 123 100 132
001 456l =1789|,|456 001]=1465
010 789 456 789 010 798

O O
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Skladani je asociativni: (roq)op=ro(gop).
Identita id € S, dana Vi :id(i) = i, je neutralni prvek.

Inverzni permutace se ziska obracenim Sipky:

pli) =j & p1(j) = i .
2
pl



Grupa S;3

Nosnd mnozina:

{(1,2,3),(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2)} =

{ id ) | 2% p2 p3 r+ r— }
(>
1 1 1
3 2 3/\2 3/\2
C Q - —
id=1(1,2,3) ry =1(2,3,1) r-=(31,2)
(} 1 1
v N

3,2 3 2@ 63 2

=132  pm=@B21  p=(213)

Fyj— oo vzestupna/sestupnd rotace
pi -.. permutace s pevnym bodem i



Grupa S;3

Nosnd mnozina:

{(1,2,3),(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2)} =

{ id ) P1 ) P2 ) P3 ) ry ) r— }
Operace skladani: Inverzni prvky:

o|id p1 p» p3 ry r- p |lid pr po ps ri ro
id pr p2 p3 ry r-o Iid pir p2 p3 r- ry
p1 | p1 re r— p2 p3

p2 | p2 I- r+ pP3 p1 p1op3 p3 © p1

1 2 3 1 2 3
r. r—
i A S R
A R > 1 23 1 2

3
r—|r- p2 p3 p1 r P > | P
3



Vlastnosti permutaci

Definice: Pevny bod je i : p(i) =i, t.j. trividlni cyklus délky 1.
Definice: Transpozice mé pouze jeden netrividlni cyklus o délce 2.
Pozorovani: Jakoukoliv permutaci Ize rozlozit na transpozice.
Dakaz: Cyklus (1,..., k) Ize rozlozit napt. podle:

(1,2,...,k) =(1,k)o(1,2,...,k—1) = (1, k)o(1,k—1)o---0(1,2)

k 1 k 1

o—=6 e_—e0

k
= 3
k—1/ 2 k=145 2 k—1 / o2
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Definice: Znaménko permutace p je sgn(p) = (—1)#inverzip,
Permutace s kladnym znaménkem jsou sudé; se zapornym liché.

JiR e

Pozorovani: Kazda transpozice (/,j) ma zaporné znaménko.
1 ik J J
T % %Y

[ ] [ ]
# inverzi = +1



Znaménko slozené permutace

Véta: Pro libovolné p,q € S, : sgn(q o p) = sgn(p) sgn(q).
Dakaz: #inverzi (g o p) = #inverzi p + #inverzi g —
= 2{(i.j) - i <jnp(i) > p() A alp(i)) < a(p(i))}]

° ° I o o)

p [ ) ] [ ) [ )
GO S )
q . .
% % oxo % ° CI(P(')). ° q(P(J))
inverze v odpovida inverze v p aq
inverzi v p nebo v q se navzajem vyrusi
Dasledky:

sgn(p~*) = sgn(p),

. nebot sgn(p)sgn(p~!) =sgn(p~top)=sgn(id) =1
sgn(p) — (_1)#transpozic libovolného rozkladu p na transpozice
sgn(p) — (_1)#sudych cykla p

. sudé cykly se rozlozi na lichy poCet transpozic.



Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.

1.

Kolik je permutaci z S, které maji dané obrazy dvou prvki?

a) (n—2)!

lez

Pravda Je-li P permutacni matice pro m, pak
sou&in AP pterovna sloupce matice A podle permutace 7 1.
Mé&jme permutaci se tfemi cykly délek 1, 3 a 5 a jeji rozklad
na transpozice. Kolik ¢lent mize mit tento rozklad?

c)6 e) 10 g) 100 h) 9!
Je-li sgn(p) =1 asgn(q) = —1, pak po g méa alespori jeden:

d) sudy cyklus

Pravda

Na Rubikové dvanactisténu nelze regulérnimi
tahy vyménit pozice dvou rohovych kostek

a ostatni nechat na misté.




Komentar k reseni kvizu

1. Treti prvek ma n — 2 moznych obrazi, ¢tvrty n — 3, atd.

2. Uz pro ukazku P k permutaci (1,3,2) plati P> = P # Is.

3. Zaména sloupcii v A podle 71 odpovida zaméné ¥adka v AT
a je dano vztahem (P, :AT)T = APT , = AP_', = AP,

™

010 123 456 123 010 312
001 456 =(789])|,1456 001)=(645
100 789 123 7809 100 978

4. Cykly délky 3, resp. 5 vyzaduji alespon 2, resp. 4 transpozice.
Rozklad Ize prodlouzit o sudy pocet ¢lenl opakovanim téze
transpozice. Parita ovSem musi byt zachovana.

5. Protoze sgn(po q) = —1, ma p o q lichy pocet sudych cykld.
Ostatni neplati napf. pro p=idag=poqg=1(2,3,4,1).

6. Kazdy tah odpovida permutaci 20 rohovych kostek. Kazda ma
jediny netrividlni cyklus délky 5, a tudiz i kladné znaménko.
Vyména dvou rohovych kostek je transpozice. Ma zaporné
znaménko a nelze ji slozit z permutaci s kladnymi znaménky.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jaky je vztah transpozice permutaéni matice a jeji inverze?

v

Lze kazdou permutaci umocnit tak, ze dostaneme identitu?

» Lze v diikazu skladani permutaci nahradit ovéreni vlastnosti,
Ze slozené zobrazeni je surjektivni, jinym argumentem?

» Je slozeni dvou bijekci na nekone¢né mnoziné opét bijekce?

» Lze pro kazdou permutaci p # id najit g takovou,
aby pog # qop?

» Uvazme geometrické transformace ¢tverce (osové soumérnosti,

rotace apod.) reprezentované permutacemi vrcholi.
Ma nékterd zaporné znaménko? Jak je tomu u krychle?

P Plati, ze znaménko permutace p je kladné, pravé kdyz
p je druhou mocninou néjaké permutace q, Cili p=qgo g?



