
Grupa permutaćı
Definice: Permutace na množině {1, 2, . . . , n} je bijektivńı
zobrazeńı p : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}.

Permutace může být popsána tabulkou,
i 1 2 3

p(i) 1 3 2
zkráceně jen 2. řádkem (1, 3, 2),
pomoćı bipartitńıho grafu,

1 2 3

1 2 3
podle grafu jeho cykl̊u 1 2 3 , jejich seznamem (1)(2, 3),
nebo pomoćı tzv. permutačńı matice P

kde (P)ij =
{

1 když p(i) = j
0 jinak

P =

1 0 0
0 0 1
0 1 0


Pozorováńı: Pro matice A a P odpov́ıdaj́ıćıch řádů,
PA zaḿıchá řádky A podle p, zat́ımco AP měńı pǒrad́ı sloupc̊u:1 0 0

0 0 1
0 1 0

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 =

1 2 3
7 8 9
4 5 6

,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 =

1 3 2
4 6 5
7 9 8





Grupa permutaćı
Definice: Permutace na množině {1, 2, . . . , n} je bijektivńı
zobrazeńı p : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}.

Pozorováńı: Množina Sn všech permutaćı na n prvćıch s operaćı
skládáńı ◦ tvǒŕı symetrickou grupu (Sn, ◦).
Zápis skládáńı: (q ◦ p)(i) = q(p(i)).

i p(i) q(p(i))p q

q ◦ p

(q ◦ p)(i)
=

Důkaz: Složeńı dvou permutaćı je permutace:
i ̸= j ⇒ p(i) ̸= p(j) ⇒ q(p(i)) ̸= q(p(j)) . . . q ◦ p je prosté.
(∀i ∃j : q(j) = i) ∧ (∀j ∃k : p(k) = j) ⇒ (∀i ∃k : q(p(k)) = i)

. . . q ◦ p je ”na“.
Skládáńı je asociativńı: (r ◦ q) ◦ p = r ◦ (q ◦ p).
Identita id ∈ Sn daná ∀i : id(i) = i , je neutrálńı prvek.
Inverzńı permutace se źıská obráceńım šipky:
p(i) = j ⇔ p−1(j) = i .

i p j
p−1
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p(i) = j ⇔ p−1(j) = i .

i p j
p−1



Grupa permutaćı
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p q
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i ̸= j ⇒ p(i) ̸= p(j) ⇒ q(p(i)) ̸= q(p(j)) . . . q ◦ p je prosté.
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1 p q

q ◦ p

r
n

1

n

1

n

1

n

r ◦ qp

r
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n
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Grupa S3

Nosná množina:

{(1, 2, 3), (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)} =
{ id , p1 , p2 , p3 , r+ , r− }

1

23

id = (1, 2, 3)

1

23

r+ = (2, 3, 1)

1

23

r− = (3, 1, 2)

1

23

p1 = (1, 3, 2)

1

23

p2 = (3, 2, 1)

1

23

p3 = (2, 1, 3)

r+/− . . . vzestupná/sestupná rotace
pi . . . permutace s pevným bodem i

Operace skládáńı:
◦ id p1 p2 p3 r+ r−
id id p1 p2 p3 r+ r−
p1 p1 id r+ r− p2 p3
p2 p2 r− id r+ p3 p1
p3 p3 r+ r− id p1 p2
r+ r+ p3 p1 p2 r− id
r− r− p2 p3 p1 id r+

Inverzńı prvky:
p id p1 p2 p3 r+ r−

p−1 id p1 p2 p3 r− r+

1 2 3

1 2 3

p1

p3
1 2 3

1 2 3

1 2 3

p1

p3

1 2 3
p1 ◦ p3 p3 ◦ p1

Skládáńı neńı komutativńı: p1 ◦ p3 = r− ̸= r+ = p3 ◦ p1
(1, 3, 2) ◦ (2, 1, 3) = (3, 1, 2) ̸= (2, 3, 1) = (2, 1, 3) ◦ (1, 3, 2).
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Vlastnosti permutaćı

Definice: Pevný bod je i : p(i) = i , t.j. triviálńı cyklus délky 1.
Definice: Transpozice má pouze jeden netriviálńı cyklus o délce 2.
Pozorováńı: Jakoukoliv permutaci lze rozložit na transpozice.
Důkaz: Cyklus (1, . . . , k) lze rozložit nap̌r. podle:
(1, 2, . . . , k) = (1, k)◦(1, 2, . . . , k−1) = (1, k)◦(1, k−1)◦· · ·◦(1, 2)

1

2

3

k − 1

k 1

2

3

k − 1

k 1

2

3

k − 1

k

(1, 2, ... , k) = (1, k) ◦ (1, 2, ... , k − 1)

Definice: Inverze v p je dvojice (i , j) : i < j a p(i) > p(j).
Definice: Znaménko permutace p je sgn(p) = (−1)#inverźı p.
Permutace s kladným znaménkem jsou sudé; se záporným liché.
Pozorováńı: Každá transpozice (i , j) má záporné znaménko.
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# inverzí = 2(j − i − 1) + 1



Znaménko složené permutace
Věta: Pro libovolné p, q ∈ Sn : sgn(q ◦ p) = sgn(p) sgn(q).
Důkaz: #inverźı (q ◦ p) = #inverźı p + #inverźı q −

− 2|{(i , j) : i < j ∧ p(i) > p(j) ∧ q(p(i)) < q(p(j))}|

p

q
q ◦ p

i j

p(j) p(i)

q(p(i)) q(p(j))
inverze v q ◦ p odpovídá

inverzi v p nebo v q
inverze v p a q

se navzájem vyruší
Důsledky:
sgn(p−1) = sgn(p),

. . . nebot’ sgn(p) sgn(p−1) = sgn(p−1 ◦ p) = sgn(id) = 1
sgn(p) = (−1)#transpozic libovolného rozkladu p na transpozice

sgn(p) = (−1)#sudých cykl̊u p

. . . sudé cykly se rozlož́ı na lichý počet transpozic.



Kv́ız — řešeńı
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Kolik je permutaćı z Sn, které maj́ı dané obrazy dvou prvk̊u?
a) (n − 2)! b) 1

2(n − 1)! c) (n − 1)! d) nn−2

2. Pravda nebo lež?
Každá permutačńı matice řádu n umocněná na n-tou dá In.

3. Pravda nebo lež? Je-li P permutačńı matice pro π, pak
součin AP p̌rerovná sloupce matice A podle permutace π−1.

4. Mějme permutaci se ťremi cykly délek 1, 3 a 5 a jej́ı rozklad
na transpozice. Kolik členů může ḿıt tento rozklad?
a) 2 b) 3 c) 6 d) 9 e) 10 f) 15 g) 100 h) 9!

5. Je-li sgn(p) = 1 a sgn(q) = −1, pak p ◦ q má alespoň jeden:
a) pevný bod b) cyklus délky dvě c) lichý cyklus
d) sudý cyklus e) sudý cyklus a alespoň jeden lichý cyklus

6. Pravda nebo lež?
Na Rubikově dvanáctistěnu nelze regulérńımi
tahy vyměnit pozice dvou rohových kostek
a ostatńı nechat na ḿıstě.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu
1. Třet́ı prvek má n − 2 možných obraz̊u, čtvrtý n − 3, atd.
2. Už pro ukázku P k permutaci (1, 3, 2) plat́ı P3 = P ̸= I3.
3. Záměna sloupc̊u v A podle π−1 odpov́ıdá záměně řádk̊u v AT

a je dáno vztahem (Pπ−1AT)T = APT
π−1 = AP−1

π−1 = APπ.(0 1 0
0 0 1
1 0 0

)(1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
=
(4 5 6

7 8 9
1 2 3

)
,
(1 2 3

4 5 6
7 8 9

)(0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
=
(3 1 2

6 4 5
9 7 8

)
4. Cykly délky 3, resp. 5 vyžaduj́ı alespoň 2, resp. 4 transpozice.

Rozklad lze prodloužit o sudý počet členů opakováńım téže
transpozice. Parita ovšem muśı být zachována.

5. Protože sgn(p ◦ q) = −1, má p ◦ q lichý počet sudých cykl̊u.
Ostatńı neplat́ı nap̌r. pro p = id a q = p ◦ q = (2, 3, 4, 1).

6. Každý tah odpov́ıdá permutaci 20 rohových kostek. Každá má
jediný netriviálńı cyklus délky 5, a tud́ıž i kladné znaménko.
Výměna dvou rohových kostek je transpozice. Má záporné
znaménko a nelze ji složit z permutaćı s kladnými znaménky.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jaký je vztah transpozice permutačńı matice a jej́ı inverze?
▶ Lze každou permutaci umocnit tak, že dostaneme identitu?
▶ Lze v důkazu skládáńı permutaćı nahradit ově̌reńı vlastnosti,

že složené zobrazeńı je surjektivńı, jiným argumentem?
▶ Je složeńı dvou bijekćı na nekonečné množině opět bijekce?
▶ Lze pro každou permutaci p ̸= id naj́ıt q takovou,

aby p ◦ q ̸= q ◦ p?
▶ Uvažme geometrické transformace čtverce (osové souměrnosti,

rotace apod.) reprezentované permutacemi vrchol̊u.
Má některá záporné znaménko? Jak je tomu u krychle?

▶ Plat́ı, že znaménko permutace p je kladné, právě když
p je druhou mocninou nějaké permutace q, čili p = q ◦ q?


