
Binárńı operace
Definice: Binárńı operace na množině X je zobrazeńı X × X → X .

Př́ıklady: Na R jsou +, − a · binárńı operace; zápis (R, +) apod.
Pod́ıl : je binárńı operaćı na R \ 0, p̌ŕıpadně na R+ ale nikoli na R.
Formálně je pod́ıl na R zobrazeńı R × (R \ 0) → R. Lze ho zúžit
na R \ 0 nebo na R+. Rozš́ı̌reńı o děleńı 0 má nesmyslné důsledky.
Na N jsou + a · binárńı operace, ale − binárńı operace na N neńı.
Maticový součet je binárńı operace na matićıch stejného řádu.
Součin je binárńı operace na čtvercových matićıch stejného řádu.
(a, b) → a2 − b + 18 je binárńı operace na R a Z, ale ne na N.
(a, b) → b je binárńı operace na libovolné množině.
(p, q) → r , kde ∀x ∈ R : r(x) = p(x) + q(x), je binárńı operace na
množině reálných funkćı R[x ], ṕı̌seme r = p + q.
Binárńı operaci na konečné
množině lze popsat tabulkou. (a, b) → ¬a ∧ b

0 1
0 0 1
1 0 0



Grupa
Definice: Grupa (G , ◦) je množina G spolu s binárńı operaćı ◦ na G
splňuj́ıćı následuj́ıćı axiomy:
▶ ∀a, b, c ∈ G : (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)

. . . operace ◦ je asociativńı,
▶ ∃e ∈ G ∀a ∈ G : a ◦ e = e ◦ a = a

. . . e se nazývá neutrálńı prvek,
▶ ∀a ∈ G ∃b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a = e

. . . b se nazývá inverzńı prvek k prvku a, znač́ıme jej a−1

Pokud je nav́ıc operace ◦ komutativńı, t.j. ∀a, b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a,
potom se (G , ◦) nazývá Abelovská grupa.

Ukázky: Nejmenš́ı grupa je ({e}, ◦), kde e ◦ e = e.
Pro G = {e, a, b} a ◦ definovanou tabulkou
dostáváme grupu (G , ◦), kde e je neutrálńı prvek,
e je inverzńı sám k sobě, a prvky a a b jsou
navzájem inverzńı. Tato grupa je Abelovská.

e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Fakt: Nejmenš́ı neabelovská grupa S3 má 6 prvk̊u.



Aditivńı a multiplikativńı grupy

Grupy (G , ◦), kde ◦ je odvozena od sč́ıtáńı se nazývaj́ı aditivńı,
nap̌ŕıklad (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +), (R[x ], +), (Rm×n, +).
Tyto p̌ŕıklady jsou Abelovské. (N, +) neńı grupa.
Na aditivńıch grupách se neutrálńı prvek nazývá nulový prvek
nebo nula a znač́ı se 0, 0, 0m,n apod.
Inverzńımu prvku se často ř́ıká opačný a naḿısto a−1 se znač́ı −a.
Lze zavést binárńı operaci rozd́ıl jako součet s opačným prvkem,
formálně: a − b = a + (−b).

Multiplikativńı grupy maj́ı ◦ odvozenu od součinu, nap̌ŕıklad
abelovské (R \ {0}, ·), (Q+, ·), ({−1, 1}, ·) a ({z ∈ C : |z | = 1}, ·).
Regulárńı matice řádu n se součinem tvǒŕı grupu, která ovšem
neńı Abelovská. Neutrálńı prvek je In. Inverzńı prvek k A je A−1.

V multiplikativńıch grupách se neutrálńı prvek někdy znač́ı 1.
Podobně lze definovat pod́ıl jako a : b = a · b−1.



Vlastnosti grup

Pozorováńı: Neutrálńı prvek je jednoznačně určen.
Důkaz: Pokud by e a e′ byly oba neutrálńı, pak e = e ◦ e′ = e′.

Pozorováńı: Každé a jednoznačně určuje sv̊uj inverzńı prvek a−1.
Důkaz: Pokud by b a b′ byly oba inverzńı k a, pak
b = b ◦ e = b ◦ (a ◦ b′) = (b ◦ a) ◦ b′ = e ◦ b′ = b′.

Pozorováńı: Ekvivalentńı úpravy jsou:
a = b ⇔ a ◦ c = b ◦ c ⇔ c ◦ a = c ◦ b
Důkaz: ⇒ triv., ⇐: a = a ◦ e = a ◦ c ◦ c−1 = b ◦ c ◦ c−1 = b ◦ e = b

Pozorováńı: Rovnice a ◦ x = b a y ◦ a = b maj́ı jednoznačná řešeńı.
Důkaz: x = e ◦ x = a−1 ◦ a ◦ x = a−1 ◦ b ; analogicky y = b ◦ a−1.

Cvičeńı: Dokažte sami: (a−1)−1 = a, (a ◦ b)−1 = b−1 ◦ a−1,
a ̸= b ⇒ a−1 ̸= b−1.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Které z logických operaćı tvǒŕı grupu na množině {0, 1}?

a) ¬ b) ∧ c) ∨ d) ⇒ e) ⇔
2. Pravda nebo lež?

Každá komutativńı binárńı operace je asociativńı.

Pro n ∈ N necht’ an = a ◦ a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
n×

a a−n = a−1 ◦ a−1 ◦ · · · ◦ a−1︸ ︷︷ ︸
n×

.

3. Která z následuj́ıćıch pravidel plat́ı pro a, b ∈ G , m, n ∈ N
ve všech grupách a která nikoli?
a) am+n = am ◦ an b) (a ◦ b)n = an ◦ bn c) (an)−1 = a−n

4. Pokud an = b, kolik je a2n?
a) e b) b c) 2b d) b ◦ b e) en f) bn



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Operace ¬ neńı binárńı; ∧, ∨ nemaj́ı inverzńı prvky;
⇒ nemá už ani neutrálńı prvek;
⇔ neutrálńı prvek je 1 a oba prvky jsou samy sobě inverzńı.

2. Nap̌r. a ◦ b = 2a+b je komutativńı, ale nikoli asociativńı.
3. a) a ◦ a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸

(m+n)×

= a ◦ a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
m×

◦ a ◦ a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
n×

b) plat́ı jen pro komutativńı operace, obecně nikoli
(a ◦ b)n = a ◦ b ◦ a ◦ · · · ◦ b︸ ︷︷ ︸

sťŕıdavě n×a, n×b

̸= a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
n×

◦ b ◦ · · · ◦ b︸ ︷︷ ︸
n×

= an ◦ bn

c) an ◦ a−n = an−1 ◦ a︸ ︷︷ ︸
an

◦ a−1 ◦ a1−n︸ ︷︷ ︸
a−n

= an−1 ◦ e ◦ a1−n =

an−1 ◦ a1−n = an−2 ◦ a2−n = · · · = a ◦ a−1 = e.
4. a2n = a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸

2n×

= a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
n×

◦ a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸
n×

= an ◦ an = b ◦ b.

Zat́ımco b ◦ b = b2, nemá výraz 2b v grupě s operaćı ◦ smysl.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ V literatǔre bývaj́ı někdy uváděny tzv axiomy uzav̌renosti,
nap̌r. ∀a, b ∈ G : a ◦ b ∈ G . Proč tyto axiomy neuvád́ıme?

▶ Lze axiom o existenci inverzńıho prvku zkrátit na
∀a ∈ G ∃b ∈ G : a ◦ b = e a vztah b ◦ a = e z něj odvodit
podobně jako ve tvrzeńı o inverzńı matici?

▶ Lze stejně zjednodušit axiom o neutrálńım prvku?
▶ Které vlastnosti binárńıch operaćı zaručuj́ı korektnost

ekvivalentńıch úprav rovnic na grupě?


