
K provedeńı zkoušky řešeńı soustavy Ax = b
Dosad́ıme řešeńı x včetně parametr̊u do p̊uvodńı soustavy Ax = b,
neboli ově̌ŕıme y pro Ax = b a také x1, . . . , xn−r pro Ax = 0.
Tento test neově̌ruje úplnost množiny řešeńı, protože se může stát,
že chybou v Gaussově eliminaci p̌ridáme novou podḿınku, a proto
urč́ıme jen podmnožinu všech řešeńı.
Pro jednoduchost uvažujeme jen homogenńı soustavy Ax = 0,
čili samotnou matici A. U nehomogenńıch soustav bude ťreba
naḿısto ńı vźıt rozš́ı̌renou matici soustavy (A|b).
Korektnost Gaussovy eliminace lze ově̌rit nap̌ŕıklad t́ım, že ji
provedeme pozpátku, čili matici A′ v odstupňovaném tvaru
p̌revedeme elementárńımi úpravami na původńı matici A.
To lze provést tak, že k matici A nejprve doplńıme jednotkovou
matici a spolu s ńı provád́ıme eliminaci (A|I) ∼∼ (A′|C).
Poté p̌resuneme ”kontrolńı“ blok C p̌red A′ a Gauss-Jordanovou
eliminaćı proces otoč́ıme (C |A′) ∼∼ (I|A).



Ukázka
Gaussova eliminace s p̌ridanou jednotkovou matićı:

(A|I4) =

1 4 3 2 1 1 0 0 0
2 8 4 0 0 0 1 0 0
0 0 3 6 9 0 0 1 0
2 8 7 6 3 0 0 0 1

 −2I

−2I

∼∼

1 4 3 2 1 1 0 0 0
0 0 −2 −4 −2 −2 1 0 0
0 0 3 6 9 0 0 1 0
0 0 1 2 1 −2 0 0 1

 IV

−3IV

II+2IV

∼∼

1 4 3 2 1 1 0 0 0
0 0 1 2 1 −2 0 0 1
0 0 0 0 6 6 0 1 −3
0 0 0 0 0 −6 1 0 2

 = (A′|C)

Transformace v opačném směru: (C |A′) =

=

 1 0 0 0 1 4 3 2 1
−2 0 0 1 0 0 1 2 1
6 0 1 −3 0 0 0 0 6

−6 1 0 2 0 0 0 0 0

 +2I

−6I

+6I

∼∼

1 0 0 0 1 4 3 2 1
0 0 0 1 2 8 7 6 3
0 0 1 −3 −6 −24 −18 −12 0
0 1 0 2 6 24 18 12 6

 IV−2II

+3II

II

∼∼

1 0 0 0 1 4 3 2 1
0 1 0 0 2 8 4 0 0
0 0 1 0 0 0 3 6 9
0 0 0 1 2 8 7 6 3

 = (I4|A)
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Jinou možnost́ı, jak provést zkoušku úplnosti řešeńı, je ově̌rit,
že hodnost matice A nám nevyšla vyš̌śı, než ve skutečnosti je.
Sloupce matice A odpov́ıdaj́ıćı bázickým proměnným maj́ı být
lineárně nezávislé. Z těchto sloupc̊u sestav́ıme matici B a
nezávislým způsobem urč́ıme jej́ı hodnost.
Shoduje-li se hodnost s počtem sloupc̊u B, jsou lineárně nezávislé.
Abychom neopakovali stejnou posloupnost elementárńıch operaćı
jako v Gaussově eliminaci matice A, můžeme bud’ tyto sloupce
proḿıchat, nebo můžeme ḿısto toho spoč́ıtat hodnost matice BT.
Vzhledem k tomu, že BT má alespoň tolik sloupc̊u jako řádk̊u,
může být Gaussova eliminace BT rychleǰśı než u matice B.



Ukázka

A =


1 4 3 2 1
2 8 4 0 0
0 0 3 6 9
2 8 7 6 3

 ∼∼


1 4 3 2 1
0 0 1 2 1
0 0 0 0 6
0 0 0 0 0

 = A′

Ze sloupc̊u A odpov́ıdaj́ıćıch bázickým
proměnným sestav́ıme matici B
a nezávisle urč́ıme jej́ı hodnost,
nap̌r. pomoćı rank(B) = rank(BT).

B =


1 3 1
2 4 0
0 3 9
2 7 3



BT =
(1 2 0 2

3 4 3 7
1 0 9 3

)
−3I

−I

∼∼
(1 2 0 2

0 −2 3 1
0 −2 9 1

)
−II

∼
(1 2 0 2

0 −2 3 1
0 0 6 0

)

Protože rank(BT) = rank(A), byla hodnost A určena správně.
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Kombinaćı obou metod je zkouška vlastnosti z druhého postupu:

”hodnost matice A nám nevyšla vyš̌śı, než ve skutečnosti je“
pomoćı kontrolńı matice C z prvńıho postupu a součinu matic.

Stač́ı ověrit, že A′ = CA,
protože pak plat́ı:
rank(A′) = rank(CA) ≤ rank(A).

Ukázka: 1 4 3 2 1
2 8 4 0 0
0 0 3 6 9
2 8 7 6 3

1 0 0 0
−2 0 0 1
6 0 1 −3

−6 1 0 2

1 4 3 2 1
0 0 1 2 1
0 0 0 0 6
0 0 0 0 0

Ze všech ťŕı postupů je tato možnost patrně nejméně náročná na
výpočet, protože naḿısto druhé eliminace vystač́ı jen se součinem.
Nesḿıme ovšem zapomenout provést zkoušku řešeńı soustavy.



Proč jsou tyto postupy korektńı?

Později si ukážeme, že:
▶ Elementárńı úpravy odpov́ıdaj́ı násobeńı vhodnými maticemi.
▶ Eliminace C na I odpov́ıdá násobeńı zleva matićı C−1.
▶ Součin s C−1 provede reverzńı proces oproti součinu s C .

▶ Hodnost matice je počet jej́ıch lineárně nezávislých sloupc̊u.
(A také si lineárńı nezávislost nadefinujeme.)

▶ rank(B) = rank(BT)

▶ Hodnost nemůže p̌ri součinu matic vzr̊ust, čili
rank(CA) ≤ rank(A).


