
Homogenńı a nehomogenńı soustavy
Značeńı: Vektory stejné délky sč́ıtáme a odeč́ıtáme po složkách.
Vektor násob́ıme reálným č́ıslem též po složkách.
Pozorováńı: Jsou-li x a y dvě řešeńı soustavy Ax = b
potom x = x − y je řešeńım homogenńı soustavy Ax = 0.

x

y

Ax = 0 Ax = b
x +y

−y
x = (−1, 2)T

x = (1, 6)T

y = (2, 4)T

2x1 + x2 = 82x1 + x2 = 0

−y

+y

Důkaz: Ax = A(x − y) ∗= Ax − Ay = b − b = 0.
∗: ai1(x1 − y1) + · · · + ain(xn − yn) = (ai1x1 + · · · + ainxn) − (ai1y1 + · · · + ainyn)
Ukázka: 2(−1) + 2 = 2(1 − 2) + (6 − 4) ∗= (2 · 1 + 6) − (2 · 2 + 4) = 8 − 8 = 0

Pozorováńı: Pokud y je řešeńım Ax = b a x je řešeńım Ax = 0,
pak x = x + y je řešeńım Ax = b.
Důkaz: Analogicky: Ax = A(x + y) = Ax + Ay = 0 + b = b.
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Věta: Necht’ y splňuje Ay = b. Poté zobrazeńı x → x + y
je bijekce mezi množinami {x : Ax = 0} a {x : Ax = b}.

Důkaz: Označme U = {x : Ax = 0}, V = {x : Ax = b},
f : U → V dané f (x) = x + y a g : V → U dané g(x) = x − y .
g ◦ f je identita na U ⇒ f je prosté
f ◦ g je identita na V ⇒ f je ”na“

}
⇒ f je bijekce.



Řešeńı homogenńıch soustav Ax = 0
Věta: Je-li A ∈ Rm×n matice hodnosti r , pak všechna řešeńı
Ax = 0 lze popsat jako x = p1x1 + p2x2 + · · · + pn−r xn−r , kde
▶ p1, . . . , pn−r jsou libovolné reálné parametry a
▶ x1, . . . , xn−r jsou vhodná řešeńı Ax = 0 (jde o n − r vektor̊u).

Soustava má pouze triviálńı řešeńı x = 0, právě když rank(A) = n.
Ukázka:

A =

1 4 3 2 1
0 0 1 2 1
0 0 0 0 6

 x1 = −4x2 − 3x3 − 2x4 − x5 = −4x2 + 4x4
x3 = −2x4 − x5 = −2x4
x5 = 0

Nahrad́ıme-li x2 a x4 parametry p1 a p2, dostaneme:
x1 = −4x2+4x4 = −4p1+4p2
x2 = p1
x3 = −2x4 = −2p2
x4 = p2
x5 = 0

,
neboli x =
p1x1 + p2x2 =p1


−4
1
0
0
0

+ p2


4
0

−2
1
0

.

Důsledek pro nehomogenńı soustavy:
Necht’ soustava Ax = b má neprázdnou množinu řešeńı,
kde A ∈ Rm×n je matice hodnosti r . Pak všechna řešeńı
Ax = b lze popsat jako x = y + p1x1 + · · · + pn−r xn−r , kde
▶ p1, . . . , pn−r jsou libovolné reálné parametry,
▶ x1, . . . , xn−r jsou vhodná řešeńı soustavy Ax = 0 a
▶ y je libovolné řešeńı soustavy Ax = b.



Řešeńı homogenńıch soustav Ax = 0
Věta: Je-li A ∈ Rm×n matice hodnosti r , pak všechna řešeńı
Ax = 0 lze popsat jako x = p1x1 + p2x2 + · · · + pn−r xn−r , kde
▶ p1, . . . , pn−r jsou libovolné reálné parametry a
▶ x1, . . . , xn−r jsou vhodná řešeńı Ax = 0 (jde o n − r vektor̊u).

Soustava má pouze triviálńı řešeńı x = 0, právě když rank(A) = n.
Důkaz: Přejmenujme volné proměnné na parametry p1, . . . , pn−r .
Zpětnou substitućı vyjáďŕıme každou složku řešeńı jako lineárńı
funkci volných proměnných s koeficienty q1,1, . . . , qn,n−r , tj.

x1 = q1,1p1 + · · · + q1,n−r pn−r
...

xn = qn,1p1 + · · · + qn,n−r pn−r
Zvoĺıme x1 = (q1,1, . . . , qn,1)T, . . . , xn−r = (q1,n−r , . . . , qn,n−r )T.

Ty řeš́ı Ax = 0, nebot’ každé x i je dáno volbou: pj =
{

1 j = i
0 j ̸= i

Je-li rank(A) = n, proměnné jsou jen bázické a 0 je jediné řešeńı.

Důsledek pro nehomogenńı soustavy:
Necht’ soustava Ax = b má neprázdnou množinu řešeńı,
kde A ∈ Rm×n je matice hodnosti r . Pak všechna řešeńı
Ax = b lze popsat jako x = y + p1x1 + · · · + pn−r xn−r , kde
▶ p1, . . . , pn−r jsou libovolné reálné parametry,
▶ x1, . . . , xn−r jsou vhodná řešeńı soustavy Ax = 0 a
▶ y je libovolné řešeńı soustavy Ax = b.
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▶ p1, . . . , pn−r jsou libovolné reálné parametry a
▶ x1, . . . , xn−r jsou vhodná řešeńı Ax = 0 (jde o n − r vektor̊u).
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Důsledek pro nehomogenńı soustavy:
Necht’ soustava Ax = b má neprázdnou množinu řešeńı,
kde A ∈ Rm×n je matice hodnosti r . Pak všechna řešeńı
Ax = b lze popsat jako x = y + p1x1 + · · · + pn−r xn−r , kde
▶ p1, . . . , pn−r jsou libovolné reálné parametry,
▶ x1, . . . , xn−r jsou vhodná řešeńı soustavy Ax = 0 a
▶ y je libovolné řešeńı soustavy Ax = b.



Řešeńı soustav Ax = b — shrnut́ı a ukázka
1. Převedeme rozš́ı̌renou matici (A|b) do odstupňovaného tvaru:

(A|b) =


1 4 3 2 1 1
2 8 4 0 0 0
0 0 3 6 9 5
2 8 7 6 3 3

 ∼∼


1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 0 0 6 2
0 0 0 0 0 0

 = (A′|b′)

2. Pokud je pivot v posledńım sloupci, žádné řešeńı neexistuje.
3. Jinak vy̌reš́ıme nejprve homogenńı soustavu A′x = 0:

x5 = 0
x3 = −2x4 − x5 = −2x4
x1 = −4x2 − 3x3 − 2x4 − x5 = −4x2 + 4x4

4. Volné proměnné v popisu řešeńı x nahrad́ıme parametry:
x = p1(−4, 1, 0, 0, 0)T + p2(4, 0, −2, 1, 0)T

5. Nakonec najdeme nějaké řešeńı nehomogenńı soustavy
A′x = b′, nap̌r. y =

(
4, −1, 0, 1

3 , 1
3

)T a dostaneme:

x =
(
4, −1, 0, 1

3 , 1
3

)T + p1(−4, 1, 0, 0, 0)T + p2(4, 0, −2, 1, 0)T



Provedeńı zkoušky
Dosad́ıme řešeńı x včetně parametr̊u do p̊uvodńı soustavy Ax = b,
neboli ově̌ŕıme y pro Ax = b a také x1, . . . , xn−r pro Ax = 0.

Ukázka:
Do soustavy x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 1

2x1 + 8x2 + 4x3 = 0
3x3 + 6x4 + 9x5 = 5

2x1 + 8x2 + 7x3 + 6x4 + 3x5 = 3
Dosad́ıme
x =

(
4, −1, 0, 1

3 , 1
3

)T + p1(−4, 1, 0, 0, 0)T + p2(4, 0, −2, 1, 0)T

=
(
4 − 4p1 + 4p2, −1 + p1, −2p2, 1

3 + p2, 1
3

)T následovně:

(4 − 4p1 + 4p2) + 4(p1 − 1) + 3(−2p2) + 2(1
3 + p2) + 1

3 = 1
2(4 − 4p1 + 4p2) + 8(p1 − 1) + 4(−2p2) = 0

3(−2p2) + 6(1
3 + p2) + 9 · 1

3 = 5
2(4 − 4p1 + 4p2) + 8(p1 − 1) + 7(−2p2) + 6(1

3 + p2) + 3 · 1
3 = 3

Všimněte si, že parametry na levé straně se navzájem odečtou.



Co zkoušky ově̌ruj́ı
Pokud nedosad́ıme řešeńı x včetně parametr̊u do původńı soustavy
Ax = b, nemuśıme odhalit následuj́ıćı chyby:
▶ Dosazeńı bez parametr̊u ově̌ŕı pouze řešeńı y .
▶ Konkrétńı volba parametr̊u ově̌ŕı jen jedno popisované řešeńı,

nikoli všechna. Nemuseli bychom odhalit vadná řešeńı.
Ukázka: K soustavě 2x1 + x2 = 8 zkouš́ıme x = (1, 3)T + p1(1, 1)T.
Pro p1 = 1 máme x = (2, 4)T, což splňuje 2 · 2 + 4 = 8, ale samo
y = (1, 3)T ani jiné hodnoty parametr̊u nedávaj́ı platná řešeńı.
▶ Dosazeńı do A′x = b′ ově̌ruje správnost zpětné substituce,

ale už ne správnost Gaussovy eliminace.
Upozorněńı: Zat́ım neuḿıme ově̌rit úplnost množiny řešeńı.
Může se stát, že chybou v Gaussově eliminaci p̌ridáme novou
podḿınku, a proto urč́ıme jen podmnožinu všech řešeńı.
Nap̌r. p̌ri chybě v posledńım sloupci nemuśıme dostat žádné řešeńı:(

1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 −2 −4 −2 −2
0 0 3 6 9 5

)
∼

+2II

(
1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 3 6 9 5

)
✔

vs.

(
1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 −2 −4 −2 −2
0 0 3 6 9 5

)
∼

+2II

(
1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 0 0 0 −4
0 0 3 6 9 5

)
✘



Redukovaný odstupňovaný tvar
Definice: Odstupňovaný tvar matice je redukovaný pokud je každý
pivot roven 1 a všechny ostatńı prvky ve sloupćıch s pivoty jsou 0.

pivoty 6= 0

0

0

pivoty = 1

0

0

REF RREF

1
1

1
1

1

0
nad pivoty = 0

Fakt: Každá matice A má jedinečný redukovaný odsupňovaný tvar
A′ t.ž. A ∼∼ A′. ”Dů”: odlǐsné RREF dávaj́ı r̊uzná řešeńı.
Libovolnou matici v odstupňovaném tvaru lze redukovat takto:
▶ Vyděĺıme řádky ai ,j(i), č́ımž źıskáme 1 jako pivoty.
▶ Pro každé i = r , . . . , 1, eliminujeme každé ai ′,j(i) s i ′ < i

p̌ričteńım −ai ′,j(i)-násobku i-tého řádku k i ′-tému řádku.
č́ımž dostaneme 0 nad pivot ai ,j(i).

Ukázka:( 1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 0 0 6 2

)
:6

∼

( 1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 0 0 1 1

3

)
−III

−III ∼ 1 4 3 2 0 2
3

0 0 1 2 0 2
3

0 0 0 0 1 1
3

−3II

∼

 1 4 0 −4 0 − 4
3

0 0 1 2 0 2
3

0 0 0 0 1 1
3


Tento proces se někdy nazývá Gaussova-Jordanova eliminace.
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Výhody redukovaného odsupňovaného tvaru
x =

(
−4

3 , 0, −2
3 , 0, 1

3

)T + p1(−4, 1, 0, 0, 0)T + p2(4, 0, −2, 1, 0)T 1 4 3 2 1 1
0 0 1 2 1 1
0 0 0 0 6 2

 ∼∼


1 4 0 −4 0 −4

3
0 0 1 2 0 2

3
0 0 0 0 1 1

3




1 4 0 −4 0 −4
3

0 0 1 2 0 2
3

0 0 0 0 1 1
3


dává p̌ŕımo řešeńı
y =

(
−4

3 , 0, 2
3 , 0, 1

3

)T
volbou x2 = x4 = 0 1 4 0 −4 0 0

0 0 1 2 0 0
0 0 0 0 1 0

 dává p̌ŕımo řešeńı Ax = 0
x1 = (−4, 1, 0, 0, 0)T
volbou x2 = 1 a x4 = 0 1 4 0 −4 0 0

0 0 1 2 0 0
0 0 0 0 1 0

 dává p̌ŕımo řešeńı Ax = 0
x2 = (4, 0, −2, 1, 0)T
volbou x2 = 0 a x4 = 1



Špatně podḿıněná soustava

667x1 − 835x2 = 168
266x1 − 333x2 = 67

řešeńı x = (−1, −1)T

667x1 − 835x2 = 168
266x1 − 333x2 = 68

řešeńı x = (834, 666)T

x1

x2

-1

-1 834

666
1/333

.
= 0, 003



Kv́ız — řešeńı
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Mějme y ∈ {x : Ax = b}. Potom zobrazeńı x → x + y
a) je bijekćı mezi množinami řešeńı soustav Ax = b a Ax = 0
b) je bijekćı na množině řešeńı soustavy Ax = b
c) je bijekćı mezi množinami řešeńı Ax = b a Ax = b + b
d) je bijekćı mezi množinami řešeńı Ax = b a Ax = b + y
e) neńı bijekćı (nap̌r. je jen prosté, ale nikoli na).

2. Má-li soustava pevný počet proměnných, pak počet parametr̊u
popisuj́ıćı množinu řešeńı se r̊ustem hodnosti matice soustavy
a) také roste b) klesá c) na hodnosti nezáviśı

3. Pravda nebo lež?
Každý redukovaný odstupňovaný tvar obsahuje nějakou nulu.

4. Pokud soustavy s maticemi A, A′ ∈ Rm×n maj́ı stejné množiny
řešeńı, t.j. {x : Ax = b} = {x : A′x = b′}, tak potom
a) (A|b) ∼∼ (A′|b′) vždy, b) plat́ı a) jen když maj́ı řešeńı
c) A ∼∼ A′ vždy, d) obecně ani A ∼∼ A′ nemuśı platit.



Komentá̌r k řešeńı kv́ızu

1. Dosazeńım dostaneme A(x + y) = Ax + Ay = b + b.
Zobrazeńı je bijekćı, protože odeč́ıtáńı y je jeho inverźı.

2. Roste-li hodnost, roste počet bázických proměnných
a klesá počet volných, tedy i parametr̊u.

3. Matice maj́ıćı jeden řádek zač́ınaj́ıćı 1 jsou v redukovaném
tvaru a nemusej́ı obsahovat nulu, nap̌r. (1 5).

4. Pokud řešeńı existuje, lze jej vyč́ıst z redukovaného tvaru
(A′′|b′′), p̌ričemž obě matice maj́ı tento redukovaný tvar
shodný a to včetně pravé strany (z věty o jednoznačnosti).
Odtud (A|b) ∼∼ (A′′|b′′) ∼∼ (A′|b′).

Pro soustavy bez řešeńı neplat́ı ani A ∼∼ A′, nap̌r. soustavy

s maticemi
(

1 0 0
0 0 1

)
a
(

0 1 0
0 0 1

)
nemaj́ı řešeńı, p̌ričemž

a prvek 1 v jedné matici nelze źıskat kombinaćı 0 z druhé.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jak skládáńı zobrazeńı souviśı s vlastnostmi

”být prosté“ a ”být na“?
— doplňte podrobnosti z důkazu věty o bijekci.

▶ Proč je možné vyjáďrit hodnoty bázických proměnných
jako lineárńı funkćı volných proměnných?

▶ Je Gaussova-Jordanova eliminace asymptoticky výpočetně
stejně těžká, jednoduš̌śı nebo náročněǰśı
než Gaussova eliminace spolu se zpětnou substitućı?


