Homogenni a nehomogenni soustavy
Znaceni: Vektory stejné délky s¢itdme a odecitdme po slozkach.
Vektor nasobime redlnym Cislem téz po slozkach.
Pozorovani: Jsou-li x a y dvé feSeni soustavy Ax = b
potom X = x — y je feSenim homogenni soustavy Ax = 0.

2x1 + X2, =0 2x1+x =8
Ditkaz: AX = A(x —y) = Ax — Ay =b — b =0.
wain(x1 —y1) + -+ ain(xn — yn) = (ainx1 + - - + @inxa) — (@iry1 + - - - + ainyn)
Ukédzka: 2(~1)+2=2(1-2)+(6—-4)=(2-146)—(2-24+4)=8-8=0
Pozorovani: Pokud y je feSenim Ax = b a X je feSenim Ax = 0,
pak x =X + y je reSenim Ax = b.
Duikaz: Analogicky: Ax = A(Xx+y)=Ax+ Ay =0+ b =b.



Homogenni a nehomogenni soustavy

Véta: Necht y spliiuje Ay = b. Poté zobrazeni X — X + y
je bijekce mezi mnozinami {x: Ax = 0} a {x: Ax = b}.
Dikaz: Oznatme U = {x: Ax = 0}, V = {x: Ax = b},
f:U—Vdanéf(X)=Xx+ya dané

go f%e .|dent.|ta na U j fJ.e proite — f je bijekce.
fogjeidentitana V = f je ,na

xsporem: Ju#u € U: f(u)=f(u')=v = fg:g(v)=ung(v)=1
wx sporem: v ¢ f(U) = (fog)(v)#v



Reeni homogennich soustav Ax = 0
Véta: Je-li A € R™*" matice hodnosti r, pak vSechna Feseni
Ax = 0 Ize popsat jako X = p1X1 + poXo + - - + pn—rXn—r, kde
» pi1,...,Ppn—r jsou libovolné redlné parametry a
» X1,...,Xp—, jsou vhodna feSeni Ax = 0 (jde o n— r vektori).
Soustava ma pouze trivialni feSeni X = 0, pravé kdyz rank(A) = n.
Ukazka:
14321 X1 = —4Xy — 3X3 — 2Xg — X5 = —4Xo + 4Xy
A=]00121]| X3=-2% —%Xs — 2%,
00006 X5 =0

Nahradime-li X, a X, parametry p; a po, dostaneme:

X1 = —4Xo+4X4 = —4p1+4p> —4 4
Xo = p1 neboli X = 1 0
X3 = —2Xy = —2p2, p1X1+px2=p1| 0 | +p2|—2].
X4 = P2 0 1
xs= 0 0 0



Reseni homogennich soustav Ax = 0

Véta: Je-li A € R™*" matice hodnosti r, pak vSechna Feseni
Ax = 0 Ize popsat jako X = p1X1 + poXo + - - + pn—rXn—r, kde

» pi1,...,Ppn—r jsou libovolné redlné parametry a
» X1,...,Xp—, jsou vhodna feSeni Ax = 0 (jde o n— r vektori).
Soustava ma pouze trivialni feSeni X = 0, pravé kdyz rank(A) = n.
Didkaz: Prejmenujme volné proménné na parametry p1, ..., Pp—r-
Zpétnou substituci vyjadiime kazdou slozku feseni jako linedrni
funkci volnych proménnych s koeficienty qi1, ..., Gn.n—r, tj.
X1 = quip1+ -+ qin—rPn—r
Xn = dn,1P1 + -+ qnn—rPn—r
Zvolime x1 = (q1.1, . - ., q,,,l)T, corsXner = (Qunry s Gunr) '

1 j=i
0 j#i
Je-li rank(A) = n, proménné jsou jen bazické a O je jediné FeSeni.

Ty Yesi Ax = 0, nebot kazdé X; je ddno volbou: p; = {



Reeni homogennich soustav Ax = 0
Véta: Je-li A € R™*" matice hodnosti r, pak vSechna Feseni
Ax = 0 Ize popsat jako X = p1X1 + poXo + - - + pn—rXn—r, kde
» pi1,...,Ppn—r jsou libovolné redlné parametry a
» X1,...,Xp—, jsou vhodna feSeni Ax = 0 (jde o n— r vektori).

Soustava ma pouze trivialni feSeni X = 0, pravé kdyz rank(A) = n.

Dasledek pro nehomogenni soustavy:

Necht soustava Ax = b méa neprdzdnou mnozinu tedenf,

kde A € R™*" je matice hodnosti r. Pak viechna FeSeni

Ax = b Ize popsat jako x =y + p1X1 + - - + Pn—rXn—,, kde
» pi,...,Ppn—r jsou libovolné redlné parametry,
» X1,...,Xp—r jsou vhodné feSeni soustavy Ax = 0 a

P y je libovolné reseni soustavy Ax = b.



Reseni soustav Ax = b — shrnuti a ukazka

1. Pfevedeme rozsifenou matici (A|b) do odstuprniovaného tvaru:
14321|1 14321|1

|28400]0 00121[1| ..,

AbY=1003609]5 00006 2|~ A
287633 00000]|O0

2. Pokud je pivot v poslednim sloupci, zadné feSeni neexistuje.
3. Jinak vyfeSime nejprve homogenni soustavu A'x = 0:

x5 = 0
X3 = —2X4— Xg = —2X4
X1 = —A4Xo—3Xx3—2X4—X5 = —4Xo+4xy

4. Volné proménné v popisu feseni X nahradime parametry:
X = pl(_47 17 07 07 O)T + p2(47 07 _27 17 O)T

5. Nakonec najdeme néjaké freseni nehomogenni soustavy

A'x = b’ napt. y = (4, —-1,0, %, %)T a dostaneme:

.
X = (4, ~1,0,1, %) + p1(—4,1,0,0,0)7 + po(4,0,—2,1,0)"



Provedeni zkousky

Dosadime fesSeni x vcetné parametrii do piivodni soustavy Ax = b,

neboli ovéfime y pro Ax = b a také x1,...,x,_, pro Ax = 0.
Ukazka:
Do soustavy x1+4x +3x3+2x4+ x5=1

2x1 + 8x> + 4x3 =0

3x3 + 6x4 +9x5 =5
2x1 +8x0 + 7x3 + 6x4 +3x5 =3
Dosadime

x:( 1 0,;,;) + p1(—4,1,0,0,0)7 + po(4,0,—2,1,0)7

T "
= (4 —4py +4p2, —1+ p1,—2p2, 5 + p2, %) nasledovné:

(4 —4p1+4p2) +4(p1 — 1) + 3(— 2P2) 23+m)+ 31=1
2(4 —4p1 +4p2) +8(p1 — 1) + 4(—2p2) =0
3(=2p2) +6(3+p2) +9-5=5

2(4 —4p1 +4p2) +8(p1 — 1) + 7(—2p2) + 6(3 + p2) +3-2 =3

Vsimnéte si, Ze parametry na levé strané se navzajem odectou.



Co zkousky ovéruji

Pokud nedosadime feSeni x véetné parametri do plvodni soustavy
Ax = b, nemusime odhalit nasledujici chyby:

vv/

» Dosazeni bez parametrii ovéfi pouze feSeni y.
» Konkrétni volba parametr{ ovéfi jen jedno popisované feseni,
nikoli vsechna. Nemuseli bychom odhalit vadna Feseni.
Ukazka: K soustavé 2x; + xo = 8 zkoudime x = (1,3)" + p1(1,1)7.
Pro p; = 1 mame x = (2,4)", coz spliiuje 2 -2 4 4 = 8, ale samo
y = (1,3)7 ani jiné hodnoty parametr(i nedévaji platna Fedeni.
» Dosazeni do A'x = b’ ové&Fuje spravnost zpétné substituce,
ale uz ne spravnost Gaussovy eliminace.
Upozornéni: Zatim neumime ovéfit plnost mnoziny feseni.
Miize se stat, ze chybou v Gaussové eliminaci pfiddme novou
podminku, a proto uréime jen podmnozinu vsech YeSeni.

Napft. pti chybé v poslednim sloupci nemusime dostat zadné feseni
14 3 2 1 1 143211 14 3 2 1 1 14321 1
001 2 1 1 ~ 001211 001 2 1 1 ~ 00121| 1
00—2—4—2|-2 000000 |v¥ lo00-2-4—2|-2 00000/ —4
00 3 6 9 5 00369]|5 00 3 6 9 5 00369| 5



Redukovany odstupnovany tvar

Definice: Odstupniovany tvar matice je redukovany pokud je kazdy
pivot roven 1 a vSechny ostatni prvky ve sloupcich s pivoty jsou 0.

nad pivoty =0




Redukovany odstupnovany tvar

Definice: Odstupniovany tvar matice je redukovany pokud je kazdy
pivot roven 1 a vSechny ostatni prvky ve sloupcich s pivoty jsou 0.
Fakt: Kazda matice A méa jedinecny redukovany odsupnovany tvar
Atz A~~ A,
Libovolnou matici v odstupnovaném tvaru lze redukovat takto:
> Vydélime fadky a; ), ¢imz ziskame 1 jako pivoty.
> Pro kazdé i =r,...,1, eliminujeme kazdé aj ji;y s i' <'i
pFictenim —ay j;-nasobku i-tého Fadku k i’-tému ¥adku.
¢imz dostaneme 0 nad pivot a; ;).

Ukazka:
( 1 4 3 2 1 1 ) ( 1 4 3 2 1 1 )
00 1 2 1 1|~[0 0 1 2 1 |1 ~
000 O0 6 2 0000 1 |12
1 4 3 2 0|2 1 40 —4 0 | -3
00120 |%|~l001 2 0 Z
00001 |1 000 0 1 1

Tento proces se nékdy nazyva Gaussova—Jordanova eliminace.



Vyhody redukovaného odsupnovaného tvaru

X = (_%707 %707 %)T + pl(_47 1707070)T +P2(4707 _27 170)T
14321]1 140 -4 0|3
00121 |1f~[001 2 0] 3
0 00 0 6 2 000 0 1 %

140 -4 0]—3 dava primo fegeni

-
00 1 0| 2 y:(—%,O,%,O,%)
0 00 1 % volbou y» =y, =0
140 —40 dava teseni soustavy Ax =0
001 2 0 x1 = (—4,1,0,0,0)7
000 0 1 volbou (X1)> =1a (X1)a=0
1 40 -4 0 dava reseni soustavy Ax =0
001 2 0 Xo = (4,0,-2,1,0)7
000 0 1 volbou (X2)2 =0a (X2)s =1




Spatné podminéna soustava

667x; — 835x, = 168 667x; — 835x, = 168
266x; — 333x2 = 67 266x; — 333x2 = 68
feseni x = (—1,-1)T YeSeni x — (834,666)"

X1
666

11/333 = 0,003

/%F 1 834 X2



Kviz — FeSeni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. Méjme y € {x : Ax = b}. Potom zobrazeni x — x +y

c) je bijekci mezi mnozinami feSeni Ax = b a Ax = b+ b,

2. Jak u homogennich soustav s danym poctem neznamych zavisi
pocet parametrl popisujicich mnozinu feseni na hodnosti
matice soustavy? Pokud roste hodnost, tak pocet parametri

b) klesa,

3. lez
Kazdy redukovany odstupnovany tvar obsahuje néjakou nulu.

4. Pokud soustavy s maticemi A, A’ € R™*" maji stejné mnoziny
feseni, t.j. {x : Ax = b} = {x : A’x = b'}, tak potom

c) (A|b) ~~ (A'|b") pokud navic plati {x : Ax = b} # ().



Komentar k reseni kvizu

1. Dosazenim dostaneme A(x +y) = Ax+ Ay = b+ b.
Zobrazeni je bijekci, protoze odecitani y je jeho inverzi.
2. Roste-li hodnost, roste pocet bazickych proménnych
a klesa pocet volnych, tedy i parametri.

3. Matice majici jeden ¥adek zacinajici 1 jsou v redukovaném
tvaru a nemuseji obsahovat nulu, napf. (1 5).

4. Pokud teSeni existuje, lze jej vycist z redukovaného tvaru
(A”|b"), p¥itemz obé matice maji tento redukovany tvar
shodny a to véetné pravé strany (z véty o jednoznalnosti).
Odtud (A|b) ~~ (A"|b") ~~ (A’|b").

Pro soustavy bez feSeni neplati ani A ~~ A’, nap¥. soustavy
s maticemi (1 0 O) a (0 L O> nemaji Yeseni, pricemz
0 0|1 0 0|1 '

a prvek 1 v jedné matici nelze ziskat kombinaci 0 z druhé.




Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jak skladani zobrazeni souvisi s vlastnostmi
byt prosté” a ,byt na"?
— doplnte podrobnosti z diikazu véty o bijekci.

» Proc¢ je mozné vyjadrit hodnoty bazickych proménnych
jako linearni funkci volnych proménnych?

» Je Gaussova—Jordanova eliminace asymptoticky vypocetné
stejné tézka, jednodussi nebo narocnéjsi
nez Gaussova eliminace spolu se zpétnou substituci?



