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užitečná v praxi
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Všechny p̌ŕıklady jsou zjednodušené tak,
aby bylo žrejmé užit́ı nástroj̊u lineárńı algebry.

Konkrétńı implementace jsou však značně složitěǰśı.
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Geometrické úlohy
Soustavy lineárńıch rovnic o 2–3 neznámých vedou na úlohy typu
určeńı pr̊useč́ıku dvou p̌ŕımek; pr̊useč́ıku p̌ŕımky a roviny, apod.
Mezi tradičńı a p̌rirozené oblasti využit́ı paťŕı:
▶ zeměmě̌ričstv́ı — triangulace,
▶ deskriptivńı a analytická geometrie,
▶ astronomie — paralaxy planet a galaxíı,
▶ 2D a 3D grafika, tomografie, . . .

Trigonometrická śıt’ I. řádu pro
II. vojenské mapováńı 1806–69

www.geolab.cz

Liou Chuej (asi 225 — asi 295):
Haidao Suanjing (Matematická

klasika mǒrského ostrova)
Obálka z vydáńı z r. 1726

http://projekty.geolab.cz/oldmaps/vav_mzp/lokalizace.htm


Úlohy s jednotkami až stovkami proměnných

Analýza obvodů

2

1
1020

2

1
Jednotky:
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Otázka:
Jaké proudy tečou
větvemi obvodu?

Stigler̊uv stravovaćı problém (1939), vy̌rešen Dantzigem (1946)

Ćıl je sestavit j́ıdelńıček ze 77 potravin, aby byl splněn doporučený
p̌ŕıjem 9 r̊uzných živin a p̌ritom byly minimalizovány náklady.
. . . vede na 9 nerovnic o 77 proměnných, nav́ıc optimalizace ceny



Úlohy s jednotkami až stovkami proměnných

Analýza obvodů
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Kirchhoffovy zákony

Součet proudů vstupuj́ıćıch
do uzlu se rovná součtu
proudů z uzlu vystupuj́ıćıch.

Ve smyčce je součet napět́ı
zdroj̊u roven součtu napět́ı
(= I · R) na spoťrebič́ıch.
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Ćıl je sestavit j́ıdelńıček ze 77 potravin, aby byl splněn doporučený
p̌ŕıjem 9 r̊uzných živin a p̌ritom byly minimalizovány náklady.
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Úlohy s jednotkami až stovkami proměnných

Analýza obvodů
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x1 + x3 = x2

x4 = x1 + x6
x5 = x3 + x4

x2 + x6 = x5
x3 − 2x4 = 0
2x4 + x5 = 10

2x2 + x5 + x3 = 20

x1, . . . , x6 = 1, 5, 4, 2, 6, 1
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Stigler̊uv stravovaćı problém (1939), vy̌rešen Dantzigem (1946)

Ćıl je sestavit j́ıdelńıček ze 77 potravin, aby byl splněn doporučený
p̌ŕıjem 9 r̊uzných živin a p̌ritom byly minimalizovány náklady.
. . . vede na 9 nerovnic o 77 proměnných, nav́ıc optimalizace ceny



Předpověd’ počaśı

Při p̌redpov́ıdáńı počaśı je nutné
vypoč́ıtat s dostatečně p̌resně teplotu,
tlak, vlhkost a také rychlost a směr
prouděńı vzduchu v závislosti na
aktuálńım stavu počaśı hlášeném
z meteorologických stanic.

Fyzikálně lze situaci popsat soustavou
diferenciálńıch rovnic. Jejich p̌resné
řešeńı je obt́ıžné a v některých
p̌ŕıpadech i nemožné.



Pro řešeńı rozsáhlých soustav diferenciálńıch rovnic druhého řádu
se v inženýrské praxi použ́ıvá metoda konečných prvk̊u.
Spoč́ıvá v rozděleńı zkoumaného oboru hodnot na malé buňky.
Na každé buňce se hledaná funkce aproximuje lineárńı kombinaćı

”
jednoduchých“ funkćı, nap̌r. po částech lineárńıch.

Aproximace hladké
funkce pomoćı po
částech lineárńı
funkce.

Rozklad po částech
lineárńı funkce na
lineárńı kombinaci
jednoduchých
funkćı.

Př́ıklad po částech
lineárńı funkce nad
triangulaćı v R2

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_element_method


Pro modelováńı počaśı v modelu ALADIN z roku 2019 je prostor
nad sťredńı Evropou rozdělen trojrozměrnou mř́ıžkou o ploše cca
2800× 2200 km (s rozteč́ı cca 2, 3 km) a 87 vertikálńımi hladinami.
Bodů mř́ıžky a tedy i p̌ŕıslušných buněk, je v́ıce než 100 000 000.

Daná soustava diferenciálńıch rovnic se p̌revede na soustavu
několika miliard lineárńıch rovnic.

Meteorologové na ČHMÚ v Komǒranech poťrebuj́ı a dokáž́ı vy̌rešit
takové soustavy. Každé 3 hodiny je p̌redpověd’ počaśı
aktualizována podle právě vypočteného modelu.



Komprese obrazu ve formátu jpeg
Jpeg (Joint photographic expert
group) je rastrový grafický formát.

Jeho principem je následuj́ıćı
transformace∗:

Obrázek se nejprve p̌revede do
barevného prostoru YCbCr.
(Model YCbCr byl původně určený
pro p̌renos TV signálu.)

Každá vrstva je rožrezána na
d́ıly o rozměru 8× 8 bodů a
každý d́ıl je zpracován zvlášt’.

∗ Pro ztrátovou kompresi lze využ́ıt i
jiné metody, nap̌r. SVD rozklad,
což je také koncept z lineárńı

algebry.

http://en.wikipedia.org/wiki/Jpeg


Naḿısto kódováńı intenzity 64 jednotlivých bodů se obraz celého
d́ılu slož́ı jako lineárńı kombinace 64 diskrétńıch harmonických
funkćı nad mř́ıžkou 8× 8 bodů, což je princip tzv.
diskrétńı kosinové Fourierovy transformace

Rozklad na jednotlivé body Báze z funkćı cos(ix) cos(jy)

Malé koeficienty lze zanedbat, což vede ke ztrátové kompresi.
Ta má ale lepš́ı kompresńı poměr než komprese bezeztrátová,
aniž by změny v obraze byly rozeznatelné lidským zrakem.

http://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_cosine_transform


Vyhledáváńı na Google

Vyhledáváńı webových stránek podle kĺıčových slov zpravidla
prob́ıhá ve dvou fáźıch

1. Nejprve se najdou všechny stránky, které obsahuj́ı daná
kĺıčová slova.

2. Potom se tato skupina uťŕıd́ı podle
”
důležitosti“.

Pro výpočet důležitosti stránek ve
vyhledávači Google byla podle
Kendall–Weiovy teorie hodnoceńı
(z 50. let 20. stolet́ı) navržena metoda
PageRank. Ta hodnot́ı stránky tak, aby
důležitost stránky je p̌ŕımo úměrná
součtu důležitost́ı stránek, které na ni
odkazuj́ı.

http://en.wikipedia.org/wiki/Pagerank


Představme si, že propojeńı všech webových stránek je zakódováno
formou matice M, kde řádky a sloupce odpov́ıdaj́ı stránkám a

mi ,j =

{
1 pokud i-tá stránka odkazuje na j-tou

0 v ostatńıch p̌ŕıpadech

Dostaneme tzv. matici sousednosti webu.

Ohodnoceńı stránek odpov́ıdá nezápornému vektoru x , který
splňuje Mx = cx pro vhodnou kladnou konstantu c.
Pak x je tzv. vlastńı vektor matice M p̌ŕıslušný vlastńımu č́ıslu c .

Lze ukázat, že p̌ri drobné modifikaci matice M bude vlastńı č́ıslo c
s nejvěťśı absolutńı hodnotou reálné a kladné.
Nav́ıc plat́ı, že jako jediné vlastńı č́ıslo má p̌ŕıslušný vlastńı vektor
x se všemi složkami kladnými.



Několik údaj̊u o metodě PageRank.

▶ Návrh metody provedli Larry Page a Sergey Brin. Projekt začal
v roce 1995, prvńı implementace byla otestována v roce 1998.

▶ Vektor x je aktualizován pr̊uběžně, a to tak, že každá jeho
složka je p̌repoč́ıtána cca jednou měśıčně.

▶ Řád hypotetické matice M neboli počet idexovatelných
webových stránek p̌resahuje 5 miliard.
(Údaj z roku 2022 podle worldwidewebsize.com.)

▶ Matice M je velmi ř́ıdká — pr̊uměrně 7 odkaz̊u na stránku.

▶ Ve skutečnosti je graf sousednosti webu rozložen na menš́ı
bloky, a ani ty nejsou reprezentovány maticově. Vektor x je
poč́ıtán iterativńımi p̌ribližnými metodami (25–80 iteraćı)
s pevně danou hodnotou c = 0, 85.

http://www.worldwidewebsize.com


Minimalizace interference v GSM śıt́ıch

Část bezdrátové komunikace v GSM śıt́ıch
prob́ıhá mezi mobilńımi telefony a tzv. BTS
stanicemi. Stanice je bývá osazena jednou
nebo ťremi anténami, které obsluhuj́ı okoĺı
stanice, tzv. buňky. Pro komunikaci v rámci
buňky se už́ıvá jedné nebo v́ıce frekvenćı, to
podle počtu aktivńıch GSM telefonů v buňce.
Na jedné frekvenci jich lze obsloužit 6–8.

Frekvence se nutné p̌ridělit vyśılač̊um tak, aby nevznikla žádná
nebo jen minimálńı interference. Jednak je ťreba ošeťrit frekvence
vyśılač̊u stejné BTS, a také interferenci mezi stejnými nebo
podobnými frekvencemi u bĺızkých BTS. Úroveň interference může
záležet na okolńım terénu a daľśıch faktorech.

http://en.wikipedia.org/wiki/GSM


Vhodný plán p̌riděleńı frekvenćı lze źıskat i metodami celoč́ıselného
lineárńıho programováńı.

Zdali bude vyśılači v p̌rǐrazena frekvence f udává binárńı proměnná

xvf . Dále jsou zavedeny binárńı proměnné xv ,v
′

f ,f ′ , jež hĺıdaj́ı vznik
interference mezi dvěma koliduj́ıćımi frekvencemi f a f ′ na bĺızkých
vyśılač́ıch v a v ′.

Podḿınky úlohy ILP zaručuj́ı,

▶ že na každém vyśılači je k dispozici
správný počet frekvenćı

▶ a že proměnné xv ,v
′

f ,f ′ korektně zjǐst’uj́ı
vznik interference.

Účelová funkce je sestavena tak, aby co

nejméně proměnných xv ,v
′

f ,f ′ bylo kladných, a
t́ım pádem aby i celková úroveň
interference byla co nejmenš́ı.



Realistické instance zvěrejněné na FAP web maj́ı rozsah

▶ 40–80 frekvenćı pro 250–400 vyśılač̊u,
t.j. 13 000–300 000 proměnných xvf

▶ 20 000–1 000 000 podḿınek, čili i proměnných xv ,v
′

f ,f ′

Pro některé scéná̌re se podǎrilo sestavit frekvenčńı plány, kde
interference klesla o 80–95 % oproti skutečnému plánu.
Užit́ı jednoho z těchto frekvenčńıch plánů v terénu vedlo nap̌r. ke
sńıžeńı režie na p̌redáváńı hovoru mezi buňkami o 20 %.

http://fap.zib.de
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