Zobrazeni
... popisuje situaci, kdy jsou prvkiim jedné mnoziny jednoznacné
pritazeny prvky z (jiné nebo i stejné) mnoziny.
Ukazky
P vztah rodic¢ovstvi, kdy ditéti d je prirazena jeho matka m,
P> ve mésté m je zvolen starosta s,
» 7z Ceského slova s je vybrano prvni pismeno p,
» u slova s uréime pocet samohlasek h,
» sitovému rozhrani r (potitale) je pfifazena IP adresa a,

» z redlného &isla x spocitame hodnotu x> — 2x.

Definice: Zobrazeni f z mnoziny X do mnoziny Y je mnozina dvojic
(x,y) takova, ze pro kazdé x € X existuje pravé jedno y € Y
v této mnoziné. Namisto dvojice (x,y) piseme y = f(x) a fikdme,
ze y je obrazem x. Zobrazeni f z X do Y znalime f: X — Y.

Pro zobrazeni pouzivime mala pismena f, g apod.



Ukazky zobrazeni
Definice: Zobrazeni f z mnoziny X do mnoziny Y je mnozina dvojic
(x,y) takova, ze pro kazdé x € X existuje pravé jedno y € Y
v této mnoziné. Namisto dvojice (x,y) piseme y = f(x) a fikdme,
ze y je obrazem x. Zobrazeni f z X do Y znalime f: X — Y.
» Pro mnoziny 5 = {kolo, , bus, lod, b P=A{a,...,z}
je mnozina {(kolo, k), (vlak,v), (bus, b), (lod, 1), ( ,m)}
zobrazeni fi: 5 — P. Zde f; ptifazuje slovu prvni pismeno.
» Zobrazeni f,: 5 — {1,2} dané

B(112k) = f(bus) = (o) = 1
327‘2( ) :2 fa( )2: 2 prifazuje M

M p 1 2
slovu pocet jeho samohlasek.

Zobrazeni je zakresleno grafem — dvojice odpovidaji Sipkam.
» Zobrazeni f3: P — {97,...,122}, které vrati u malého

pismene bez diakritiky jeho ASCII kéd v desitkové soustavé.
» Reélna funkce dané f3(x) = x> — 4x je zobrazeni z R do R.
» Na kazdé mnoziné mame identické zobrazeniid: X — X,

neboli identitu, danou pfedpisem id(x) = x; lze psat i idx.



Prirazeni vice prvkd

Lze zobrazenim pfifadit ,vice prvkl nardz", napf. rodici jeho déti?
Potrebujeme, aby cilovd mnozina obsahovala mnoziny prvkii.

Definice: Mnozinu vSech podmnozin mnoziny X (v&etné prazdné)
nazveme potencni mnozinou mnoziny X a znadime ji P(X).

Ukézka: Pro X = {1,2} médme P({1,2}) = {0, {1}, {2},{1,2}}.

Pokud potfebujeme prvkiim z X pfiradit vice prvki z Y,
pouzijeme zobrazeni X — P(Y)

Ukazky: Mame-li na mnoziné slov S ptiradit kazdému slovu jeho
pismena, pouzijeme zobrazeni fs: S — P({ }), napt.
fo(kolo) = { }, Cili slovu pfitadime mnozinu jeho pismen.

Podobné zobrazeni, které kladnému prirozenému cislu x priradi
mnoZinu jeho délitelli, je zobrazeni N — P(N).



Skladani zobrazeni

Znacéeni: Pro zobrazeni f: X =Y X Y V4

ag:Y — Z se slozené zobrazeni f fx) 4 (f(x)) =
matigof: X = Z. N (o))

Pak plati: (g o f)(x) = g(f(x)). gof
Ukazky: Pro f(x) = exp(x), g(x) = sin(x),
dostavame: (g o )(x) = (sinoexp)(x) = sin(exp(x)),
(f o g)(x) = (exposin)(x) = exp(sin(x)).
Pro fi, které slovu priradi prvni pismeno, a f3, které u pismene vrati

jeho ASCII kéd, je f3 o f; zobrazeni, které vraci ASCII kéd prvniho
pismene slova, napt. (f3 o f1)(kolo) = (A (kolo)) = (k) = 107.

Obracené slozeni f; o f3 neméa smysl, protoze f; je definovano na
mnoziné slov 5, a nikoli na mnoziné ASCII kédi, t.j. &isel.



Lze se na parovani divat jakol na zobrazeni?
283
2
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g22p32850

Kazdému acastniku hry mizeme pfitadit jeho ,optimalni”
protéjSek na mnoziné viech castnikd (v 8. sérii to asi Iépe nejde).
V 1. sérii je ale také moZzné vzit zobrazeni z mnoziny divek D do
mnoziny kluki K, nebo naopak: klukiim pfiradit divky.

Pozor, jde o rlizna zobrazeni! Prvni je D — K, druhé K — D

Aby odpovidaly o parovani, musi mit tato zobrazeni dalsi vlastnosti.



Prosté zobrazeni a zobrazeni na

se obrazy riiznych prvki lisi, formalné x # x’ = :
f(x) # f(x'). V grafu prostého zobrazenido Y ® e * e

vede do kazdého prvku Y nejvyse jedna Sipka. proste pnr%r;{é

Definice: Zobrazeni f: X — Y je prosté, pokud X Y X Y
s e

Ukazky: Zobrazeni fi je prosté, protoze vSechna slova v 5 zacinaji
riznymi pismeny. Naopak, f» prosté neni, protoze napr. slova
a maji stejny pocet samohlasek, neboli f(viak) = f(lod) = 1.

Definice: Zobrazeni f: X — Y je na, pokud je X v X vy
kazdy prvek Y obrazem alespon jednoho prvku &— *—
z X, formalng& Vy € Y3x € X: f(x) = y. E%g §>>
V grafu zobrazeni na Y vede do kazdého prvku Y na neni
alespon jedna Sipka. na
Ukazky: Zobrazeni fi neni na, napf. protoze zadné slovo z mnoziny
nezacind pismenem a. Naopak, f> je na, protoze v mnoziné
jsou slova s jednou (lod') i se dvéma samohlaskami (kolo).



Bijekce a permutace

Definice: Zobrazeni f: X — Y, které je zaroven X v X vy
prosté i na, se nazyva bijekce, téz vzajemné

Q\D:
jednoznacné zobrazeni. V grafu bijekce mezi % ﬁ

X a Y vede do kazdého prvku Y pravé jedna sipka. bijekce  nenf

Permutace mnoziny X je bijekce X — X. bijekce

Ukazky: Zobrazeni D — K odpovidajici parovani je bijekce.

Zobrazeni f3 je bijekce, protoZe pismena z P maji rizné
kody, a kazdé &islo {97,...,122} je kédem pismene z P.  Xidx X

Na kazdé mnoziné X je identita idx bijekci i permutaci. o e



Inverzni zobrazeni
Pozorovani: Pokud je f: X — Y bijekce, potom X fY YiiX
mnozina dvojic {(y, x): y = f(x)} odpovida § Z§4§§§ Z{:
zobrazeni, které je také bijekci.

Definice: Pro bijekci f: X — Y definujeme inverzni zobrazeni k f

jako zobrazeni f~1: Y — X, ptedpisem: f~1(y) =x & f(x)=y

Jinymi slovy, f~1 pouze obraci poradi prvkii ve dvojicich:

F={(y):y=Ff()} = F1={x):y=Ff)}

Graf inverzniho zobrazeni ziskdme otoCenim sméru Sipek.

Ukazka: Inverzni zobrazeni k f3 je zobrazeni 1‘3_1, které ASCII kédu

z mnoziny {97,...,122} pritadi odpovidajici pismeno z P.

Pozorovani: Pro bijekci f: X — Y a kazdé x € X, y € Y plati:

-1 = f(Ft =y.

A = x 3 FEOD =y

Strucnéji a formalnéji: o x  (Flof)

flof =idy, fof ! =idy ol od e FH(f(x)
)

(x) =
!

X



Tvrzeni o zobrazenich

Pozorovani: XfY o Z

SloZeni prostych zobrazeni e

je prosté. (D:
[ ]

SloZeni zobrazeni na je na. gof

Pozorovant: / X x

Pro zobrazeni f: X — X o

na konecné mnoziné X plati: Eﬁ]

f je prosté, pravé kdyz je na.

gof

Do X vchazi tolik Sipek,
kolik ma X prvkad.

Bud nastanou obé situace
najednou, nebo ani jedna.

Pozor! toto pozorovani neplati pro nekonec¢né mnoziny:

Zobrazeni f: N — N dané f(x) = x+1 je

Pozorovan: X gof Y
Kazdé zobrazeni lze zapsat .
:>b:

jako sloZeni g o f, kde f je o ¢
zobrazeni na a g je prosté. déno

prosté, ale neni na!

Xf jen gY

obrazy e

o te e

[ ]

e °
na



Kviz — feseni
Je-li u nékterych otazek vice moznosti spravnych, vyberte vSechny.
1. SloZeni zobrazen{ (funkci) f(x) = x2, g(x) = sinx je

b) (f o g)(x) = (sinx)? a (g o f)(x) = sin(x?),

2. Realn4 funkce f2: R — R dana f4(x) = x3 — 4x
b) je na, ale neni prost3,

3. Kazdé zobrazeni f: X — Y mezi koneénymi | X| < |Y/|
b) neni na,
4. Pravda Pro kazdou permutaci f na libovolné
mnoziné X a kazdé a, b € Z plati: f2 o fP = fatb,
(Kladny exponent odpovida opakovanému skladani f:
fa=fofo---of; ziporny opakovanému skladani f—1:
ax fra=floflo...of1:f0=idy.)

ax




Komentar k reseni kvizu

1. (fog)(x) = f(g(x)) = f(sin x) = (sin x)?
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(x*) = sin(x?).

2. Neni prosta, protoze napt. f(0) =03 —4-0=0,

f(2) = 23 — 4.2 = 0. Polynomy lichého stupné jsou na
(jsou spojité a maji rizné nevlastni limity v 4+00).

3. b) Neni na, protoze kazdé f najdeme prvek Y,
ktery neni obrazem zadného prvku X, coz také vyluCuje a).
c,d) napf. x — |x| na X = {-1,1}, Y = {0, 1, 2}.

4. ldea: Pro nezaporné exponenty plyne z asociativity (i pro
kazdé zobrazeni). Zaporné exponenty maji smysl jen u bijekci.
Oba zéporné: asociativita pro 1. Riiznd znaménka: nap¥.
a < 0 < b, tak se min{|al, b}-krat f~1 o f slozi na identitu:

faofb = flo...of tofo.-cof = flo...of 1o o
—_— — —
|a] x bx (Ja|—1)x

ofo---0of = f_lo...of_lofo...of: f|a|7lofb71 — ...
—_—— —
(b—1)x (la|-1)x (b—1)x



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Pojem funkce se nékdy bere za synonymum pro zobrazeni.
Casto jsou funkce zobrazeni mezi Ciselnymi obory, napr. R — R
a byvaji zadany néjakym predpisem, napf. f(x) = xsin(x).

Poten&ni mnozina mnoZiny X se nékdy znadi 2X.
Pro mohutnost poten&ni mnoziny totiz plati: |P(X)| = [2X| = 2/X1.

Prosta zobrazeni se také nazyvaji injektivni,
zobrazeni na se nazyvaji surjektivni.



