Diskrétni matematika

V 1. sérii reality show Are you the one? byla skupina 10 Zen a
10 muzi tajné sparovana do ,optimalnich" dvojic. Soutézici méli
za cil toto optimélni parovani odhalit a tak vyhrat 1000000 $.

V 8. sérii bylo jen 16 soutézicich, ale nezalezelo na pohlavi,
tedy optimalni dvojici mohli tvorit i dva muzi nebo dvé Zeny.

Je v 8. sérii mozZnych parovani v:'ce nebo méné nez v 1. sérii?
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Diskrétni matematika

Do naseho kurzu patfi kombinatorika, diskrétni pravdépodobnost,
teorie graf(i, relace, ¢asteCnad usporadani, Ramseyova teorie ...

— zabyvaji se zejména objekty vystavénymi z konecnych mnozZin.
P¥ibuzné obory: teorie mnozin, logika, teorie Cisel, vypocetni
slozitost, matematické struktury, obecna algebra . ..

Naucime se porozumét zadani tloh, popsat je pomoci
matematickych pojmii a s pouzitim vhodné symboliky.
,Potité se to pres permutace, kombinace nebo variace?" ,,102 moznosti je asi malo, a 1010 mi ptijde moc, zejo?"

Budeme nejen hledat jejich feSeni, ale hlavné se ucit odiivodriovat,
Ze je teSeni spravné. Budeme také hledat rlizné cesty k feSeni.

.. nestadi odpovédét jen: ,Parovani je 3628800 a v 8. sérii jich bylo vic nez v 1." — coz ani neni celé pravda.
Z jednoduchych a konkrétnich pojmi budeme budovat pojmy a
vztahy slozitéjsi a obecnéjsi — abstraktnéjsi.



Celociselna a modularni aritmetika

Jednodussi nez mnoziny jsou pfirozena a cela Cisla
(nezajima nas obsah kone¢nych mnozin, ale jen jejich velikosti).

Definice: Pro cela &isla a a b, fikdme, ze a déli b (beze zbytku),
pravé kdyz existuje celé &islo ¢ takové, ze b = ac. Znadime a|b.
Struénéji: Pro a,b € Z: a déli b < 3c € Z: b = ac, znalime a|b.
Z znamena mnozinu celych &isel (z ném. Zahlen),

podobné N mnozinu pfirozenych &isel (z lat. numero, naturalis).
Vloni bylo HOMONOLO 1.-5. prosince 2025 (po—pa), letos je o
tyden pozdéji. Na ktery patek je tfeba zajistit nahradu prednasky?

Rok 2026 je neprestupny, ma 365 dni. 365 = 350 + 14 + 1, coz je
52 tydnl a jeden den navic. 5. prosince 2026 bude v sobotu.
Suplovani je tfeba zajistit na nasledujici patek 11. prosince.

Nezajimal nas celoCiselny podil z 365 po déleni 7, ale zbytek.



Celociselna a modularni aritmetika

Jednodussi nez mnoziny jsou pfirozena a cela Cisla
(nezajima nas obsah kone¢nych mnozin, ale jen jejich velikosti).

Definice: Pro cela &isla a a b, fikdme, ze a déli b (beze zbytku),
pravé kdyz existuje celé &islo ¢ takové, ze b = ac. Znadime a|b.
Struénéji: Pro a,b € Z: a déli b < 3c € Z: b = ac, znalime a|b.
Z znamena mnozinu celych &isel (z ném. Zahlen),

podobné N mnozinu pfirozenych &isel (z lat. numero, naturalis).
365 a 1 maji stejny zbytek po déleni 7 — tato vlastnost mé jméno:
Definice: Pro cela Cisla a, b a n, kde n > 2, fikdme, ze

a je kongruentni s b modulo n, pokud rozdil Cisel a a b je beze
zbytku délitelny n. Formalné zapsano: n|(a — b).

Znaceni: ,a je kongruentni s b modulo n": a= b (mod n).
Ukézky: 365 =1 (mod 7), 1 = 365 (mod 7), 29 = 365 (mod 7).
Vyraz a =1 (mod 2) znamen4, ze a je liché.



K definicim a znaceni

Definice: Pro celd Cisla a, b a n, kde n > 2, fikdme, ze

a je kongruentni s b modulo n, pokud rozdil ¢isel a a b je beze
zbytku délitelny n. Formalné zapsano: n|(a — b).

Znaceni: ,a je kongruentni s b modulo n": a= b (mod n).

Definice se nedokazuji, jen je tfeba vzdy ovéfit, zdali si objekt
uvazovany nazev zaslouzi. Podobné znaceni zavadi novy symbol.
Nazev ani symbol by se nemély plést s jiz zavedenymi pojmy.

V definicich vyuzivime jednodussi nebo dfive zavedené pojmy,
zde napt. ,cela Cisla®, ,rozdil”, ,déli beze zbytku" ...

MlZeme se ptat, jak jsou definovany tyto jednodussi pojmy, atd.,
atd., az dojdeme k elementarnim objektim z teorie mnozin,

které se uz dale nedefinuji: prvek, mnozina, tfida a relace nalezeni.

V tomto kurzu budeme vychazet ze stfedoskolské predstavy
prirozenych, raciondlnich a redlnych &isel, kone¢nych mnozin
a zadkladnich pocetnich a mnozinovych operaci.



Modularni aritmetika

Pouziti: Cyklicky opakované udélosti, napfiklad

mod 60 pro minuty v hodiné, mod 24 pro hodiny béhem dne,

Caesarova Sifra: sufrovam X — x +3 (mod 26)

ZABCDE

Mala Fermatova véta:

s

SSSSS=S

Y Z AB CDEFG
desifrovani: x — x — 3 (mod 26)

Geocaching

Decryption Key
A|IB|ICIDIE|F|GIH|ITI|IJIKILIM

N|OIPIQIRISITIUIVIWIX|Y|Z

x — x + 13 (mod 26)

Pro kazdé prvocislo p a kazdé celé &islo a plati a? = a (mod p).

RSA: Sifrovani s vefejnym klicem, elektronicky podpis, https://

RSA Sifrovéni pouivd. Tim mame klice! Ted Sifrovini

verejng KIi. Viechno stoji
na dvou velkjch prvotislech! =
2) SIFROVANI (Ales » Bétka)

Bitka pouie svij soukromj KIZ (n,d):

=] @8

Ziské 2pét plvodni zpréwa m.

? ¢(n)

¢ = m® (mod n)

©-d= 1(rodyy ?
(p 7)(1, 1)

mie fungovat?


https://cs.wikipedia.org/wiki/RSA

Jaky zbytek ma n? pti déleni 4, resp. 87

2

n? mod4 n?mod 8

n n

0 0 0 0
1 1 1 1
2 4 0 4
39 1 1
4 16 0 0
5 25 1 1
6 36 0 4
7 49 1 1
8 64 0 0
9 81 1 1

Z tabulky se zda, Ze
pro sudé n je n> =0 (mod 4) a
pro liché n je n> =1 (mod 4).

Vskutku, pro (mod 4):
(2k)?2 = 4k?

0
(k+1)2=4Kk>+k)+1=1

Podobné pro (mod 8):

(4k)> =16k =0

(4k +2)2 =16(k> + k) +4=4

2k +1)2=4(kK*+k)+1 =1
——

sudé



Jednoducha pozorovani z celociselné aritmetiky

Pozorovani: Pro délitelnost plati:

1|b pro véechna b € Z,

al0 pro viechna a € Z véetné 0, t.j. 0|0,

nlb < b=0 (mod n) pro vSechna b,n € Z,n > 2.

Pozorovani: Pro kongruenci modulo libovolné n > 2 plati:
a = a (tzv. reflexivita), a= b < b = a (symetrie),
(a=b)A(b=c)= a=c (tranzitivita).

Pozorovani: Pro kongruenci (mod n) plati: kdyz (a = b) A (&' = '),
tak potom a+a' =b+ b, a— 3 =b— b ataké aa’ = bb'.

Pozor, obracené implikace neplati, napfiklad pro (mod 6):
2+3=0+5ataké2-3=0-5,ale2#0ani 3#5.

Plati vSak podobny vztah pro scitani i odcitani:
(a+d=b+b)N(d=b)=a=b,

ale uz ne pro nasobeni: (a3’ = bb') A (a' = b') A a = b,

napt. (2-3=0-3)A(3=3), ale2#0.



K vyrokiim, vétam, pozorovanim ... a k diikaziim

Véty, pozorovani, tvrzeni a lemmata jsou pravdivé matematické
vyroky, jen se lisi svou diilezitosti (podle nazoru mluvéiho).
Vyrok je gramaticky spravna véta v matematickém jazyce,

u niz ma smysl posuzovat, zda plati nebo ne. Vyrok je pravdivy,
kdyZ ho Ize odvodit pomoci logickych operaci z vychozich
predpokladd, tzv. axiomi. Tomuto odvozeni fikdme diikaz.
Pokud Ize naopak dokazat negaci vyroku, je vyrok nepravdivy.

V tomto kurzu budeme za axiomy povazovat jednoduché pravidla
o Cislech, mnozinach a souvisejicich operacich, kterd zndme ze
stfedni skoly, napfiklad komutativitu sc¢itani: a+ b = b + a.

Jsou vyroky, u kterych nelze dokazat jejich pravdivost ani
nepravdivost. Prikladem je 5. Eukleidiv postulat o rovnobézkach.
Nékdy jen nevime, zda je vyrok pravdivy nebo zda ho Ize dokazat.
VéFime-li v jeho pravdivost, nazyvame ho domnénka &i hypotéza.
Tteba Velkd Fermatova véta byla do roku 1994 , jen“ domnénkou.



Zpét k pozorovanim a jejich diikaziim

Pozorovani je vyrok, jehoz dikaz je z hlediska mluvciho
,tak jednoduchy, tak vidét, ze ho neni tfeba ani zminit".

Pokud ho nevidite, NEBOJTE SE PRIHLASIT A PTEJTE SE!
Neni to zbabélost nebo neschopnost, ale vyraz odvahy

— pomdlizete nejen sobé, ale Casto i ostatnim.
Ukazky:
Pozorovani: Vb € Z: 1|b.
Duikaz: Podle definice alb < Jc € Z: b = ac,
Pro a =1 stadi zvolit ¢ = b, protoze b=1-b.
Pozorovéni: (a= b) A (a' = b') = (aa’ = bb') (mod n).
Duikaz: Z definice kongruence nla — b, ¢ili 3c: a — b = cn.
Podobné 3c¢’: & — b' = ¢’n. Chceme 3d: aa’ — bb’ = dn.
aa' — bb' = aa — ab' +ab' — bb' = a(a — b')+ (a— b)b =
ac'n+ cnb’ = (ac’ + cb')n, &li aa’ — bb’ = dn pro d = ac’ + cb'.

Dalsi pozorovani zkuste sami doma nebo se zeptejte na cviCenich.



Co uz miize byt a co urcité neni diikaz?

Pozorovani Pro kazdé celé n plati 3|n® — n.

Diikaz 2: Véimneme si, ze n* —n = n(n*> —1) = (n—1)n(n + 1),
coz je soucin tfi po sobé jdoucich Cisel a jedno z nich je délitelné 3.
3[npron=0 (mod 3), 3|(n—1) pron=1a3|(n+1) pro n=2.

Dukaz 4: Rozebereme pfipady (ve vsech je k € 7Z):

» kdyz n = 3k, pak n® — n = (3k)3 — 3k = 3(9k> — k),

» kdyZ n =3k + 1, pak n®> — n = 3k(3k + 1)(3k + 2),

» kdyz n = 3k + 2, pak n® — n = 3(k + 1)(3k + 1)(3k + 2).
Ve viech ptipadech mame 3|n® — n, a ty pokryvaji véechna cela n.
Dikaz 5: Ozna&ime n =3k + /, | € {0,1,2}, pak
nd —n=Bk+1)3—(Bk+1)=3(9k3 +9k?| +3kI> — k) + I3 — I,
pricemz 3|13 — [ pro | € {0,1,2}, jak jsme ukazali v diikazu 3.



Problém , jedni¢kovych Eisel”

Existuje n takové, ze 2025, 2026 nebo 2027 déli J, =11...17

Vidime, Ze kazdé J, je liché, tedy 2026 nikdy nedgli J,. "~
Podobné zadné J, nekondi 0 ani 5, a tak ani 2025 nedéli zadné J,.
Co si ale po¢neme s 20277 @
Vyzkousime mensi hodnoty délitele d. Mizeme vynechat suda &isla
a nasobky péti, a misto d = 2027 zkusime d =1,3,7,9,11,13,...
d J, d JIn d Jn 111111 =
1 1 7 111111 11 111111 =111-1001
3 111 9 111111111 13 111111 =111-7-11-13

Hypotéza: Pro kazdé d, které neni ndsobkem 2 ani 5, J, existuje.

Zbytek po déleni d nabyva jen d hodnot, proto podle Dirichletova

principu z d + 1 &isel Ji, ..., Jy+1 maji alespon dvé stejny zbytek.

Cili 3i,je{1,...,d+1},i>j: Ji=J; (mod d).

Potom d|J; — J;, pfitemz J; — J;=11...100...0 = J;_; - 10/.
—_——

Protoze 2 /d, 5/d, musi d|Ji—j.  (i—j)x  Jx



Dirichletliv princip

Mame m predméti a n prihradek, kde m > n.
Kazdy pfedmét dame do nékteré prihradky.
Pak v nékteré jsou alespon dva predméty.
Diakaz: Oznaéme x; pocet predméti v i-té
pfihradce. Pak x; +x + -+ -+ x, = m.
Kdyby v kazdé prihradce byl nejvys jeden
predmét, méli bychom x; +x+---+x, < n,
COZ je spor s nerovnosti n < m.

Proto pro alespon jedno i plati x; > 2. Johann Peter
Y yevs Gustav Lejeune

Struénéjsi formulace: Dirichlet

Pro kone¢né mnoziny A a B, kde |A| > |B|, 1805— 1859

neexistuje prosté zobrazeni f : A — B, kde
byt prosté znamena: x # y = f(x) # f(y).

angl. pigeonhole principle — princip holubniku; ptihradkovy princip


https://de.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet

Celodiselné koreny polynomii

Koreny kvadratického polynomu f(x) = ax? + bx + c Ize spotitat
zndmym vzorcem Xj > = bty bi—dac V22274"C; pro kofeny polynomu 3.
stupné mame Cardanovy vzorce, pro 4. Ferrariho metodu. Pro

obecny polynom 5. a vy$3iho stupng, napt. pro x> — x — 1, zadné
vzorce existovat nemohou, jak dokazal roku 1830 Evariste Galois.

Celociselné koreny polynomu libovolného stupné s celociselnymi
koeficienty Ize nalézt snadno:

Mé&jme f(x) = apx" + -+ + a1x + ap. Je-li ap = 0, je 0 kofenem f,
a vydélenim (x — 0) se snizi stupefi na a,x" "1 4 - 4+ arx + aj.
Pro ap # 0 jako napt. v f(x) = 4x> — 12x* —5x3 + 156x2 + x — 3 a
celodiselny kofen x plati, ze f(x) = 0 = ap (mod x), protoze

z ostatnich clenl a,x", ..., a1x lze x vytknout.

Kazdy celotiselny koten x polynomu f(x) je proto délitelem ap.
Napf. pro ag = —3 mame délitele 3,1, —1 a —3. Dosazenim do
daného f(x) zjistime, Ze jen 3,1 a —1 jsou jeho celo&iselné kofeny.

Lze tento postup rozsifit i pro racionalni kofeny?



Racionalni koreny polynomii
Jsou-li koeficienty racionalni, Ize je vynasobit nejmensim spole¢nym
nasobkem jmenovateld, a tak bez ijmy na obecnosti (zkr. biino)
maZeme predpokladat, ze polynom f(x) = zn: ajx' ma celotiselné
koeficienty, stejné jako v predchozim pFl’padIé:.0

Predpokladejme, ze x = g s nesoudélnymi p a g

n i
je racionalni kofen polynomu f, t.j. f (g) = Zoa/ (g) =0.
=

n . .
Vynasobenim obou stran g” dostaneme rovnici Y a;p'q""' =0,
i=0
a podle ni omezime moznosti pro p a g, podobné jako u x € Z.
Pro nesoudélna p, g plati: Va € Z: plag = p|a, a také g|ap = qa.
P¥i politani mod p dostaneme u posledniho €lenu: p|agq” = p|ag.

P¥i politani mod g dostaneme u prvniho ¢&lenu: g|a,p” = qlap.

Nap¥. pro nas polynom f(x) = 4x> — 12x* — 5x3 4+ 15x? + x — 3 je
p e {£1,43} a g € {£1,42,+4}, a dosazenim zjistime, Ze kromé
celociselnych kofenil 3,1, —1, ma i racionalni % —% a jiné uzZ ne.



Jak to resit?

George Polya
Jak to resit?

Prekvapivé aspekty
(nejen) matematickych metod

s predmluvou od Johna H. Conwaye

y
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Za prvé.
Musite porozumét tloze.

Za druhé.

Najdéte souvislosti mezi
udaji a neznamou.
Mozna budete muset
vyf'esit pomocné tlohy,
pokud bezprostiedn{
souvislost nelze najit.
Nakonec budete muset
sestavit pldn feSeni.

JAK RESIT MATEMATICKOU ULOHU

POROZUMEN{ ULOZE

Co je zde nezndmd? Jaké jsou udaje? Jaké jsou podminky?

Je moZné vyhovét podminkam? Jsou podminky dostate¢né pro uréeni
neznamé? Nebo jsou nedostacujici? Nebo nadbyte¢né? Nebo obsahuji roz-
por?

Nakreslete si obrazek. Zaved'te vhodné oznaceni.

Oddélte od sebe rtizné podminky. Umite je zapsat?

NAVRZENT PLANU RESEN{

Uz jste vidéli alohu pfedtim? Nebo jste ji vidéli v trochu jiném tvaru?
Zndte néjakou pribuznou/podobnou tlohu? Znéte né&jakou vétu, kterd by
mohla byt uzite¢na?

Podivejte se na nezndmou! A zkuste p¥emyslet o vieobecné zndmé tiloze
majici tutéz nebo podobnou nezndmou.

Tady je tloha ptibuznd té vasi, kterd jiZ byla vyfeSena. MiiZete ji vyuZit?
MizZete vyuzit jeji vysledek? MiiZete pouZit jeji metodu?

Uméli byste zavést néjaky pomocny prvek, abyste takové vyuZitf umoznili?
Umite tlohu pieformulovat? MiZete ji pfeformulovat je$té jednou?
Vrat'te se k definicim.

nyojn noxyo1IPWaIDW 31$34 YDf



Za tieti.
Realizujte sviij plan.

Za ctvrté.
Prezkousejte nalezené
feSeni.

Jestlize nemuzete vyiesit predloZenou dlohu, pokuste se vytesit néjakou
piibuznou tlohu. Umite si pfedstavit néjakou pfistupnéjsi pribuznou
Umite vyfesit aspoii ¢ast ulohy? Uvazujte pouze ¢ast z danych podmi-
nek a vynechejte jejich dalsi ¢asti. Nakolik je pak neznama uréena, a jak
se miize ménit? Umite odvodit néco uZite¢ného z danych tdaji? Umite si
ptedstavit jiné iidaje, vhodné pro uréeni neznamé? MiiZete zménit nezna-
mou nebo Gdaje, nebo v ptipadé nutnosti oboji tak, Ze nova neznima
a nové udaje maji k sobé bliZe?

Vyuzili jste vSechny tudaje? VyuZili jste vSechny podminky? Vzali jste
v uvahu v§echny podstatné pojmy pouzité v tloze?

REALIZACE PLANU
Pti realizaci va$eho planu fe$enf piekontrolujte kazdy krok.
Vidite jasné, Ze tento krok je spravny? Umite dokazat, Ze je spravny?

POHLED ZPET

Umite prekontrolovat vysledek? Umite zkontrolovat dtikaz?
Umite stejny vysledek ziskat jinak? Vidite to na prvni pohled?
Umite pouZit vysledek nebo metodu na vyieSeni jiné tlohy?
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