
Diskrétńı matematika
V 1. sérii reality show Are you the one? byla skupina 10 žen a
10 muž̊u tajně spárována do ”optimálńıch“ dvojic. Soutěž́ıćı měli
za ćıl toto optimálńı párováńı odhalit a tak vyhrát 1 000 000 $.
V 8. sérii bylo jen 16 soutěž́ıćıch, ale nezáleželo na pohlav́ı,
tedy optimálńı dvojici mohli tvǒrit i dva muži nebo dvě ženy.
Je v 8. sérii možných párováńı v́ıce nebo méně než v 1. sérii?
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Diskrétńı matematika
Do našeho kurzu paťŕı kombinatorika, diskrétńı pravděpodobnost,
teorie graf̊u, relace, částečná uspǒrádáńı, Ramseyova teorie . . .

— zabývaj́ı se zejména objekty vystavěnými z konečných množin.
Př́ıbuzné obory: teorie množin, logika, teorie č́ısel, výpočetńı
složitost, matematické struktury, obecná algebra . . .
Nauč́ıme se porozumět zadáńı úloh, popsat je pomoćı
matematických pojmů a s použit́ım vhodné symboliky.

”Poč́ıtá se to p̌res permutace, kombinace nebo variace?“ ”102 možnost́ı je asi málo, a 1010 mi p̌rijde moc, žejo?“

Budeme nejen hledat jejich řešeńı, ale hlavně se učit od̊uvodňovat,
že je řešeńı správné. Budeme také hledat r̊uzné cesty k řešeńı.

. . . nestač́ı odpovědět jen: ”Párováńı je 3 628 800 a v 8. sérii jich bylo v́ıc než v 1.“ — což ani neńı celé pravda.

Z jednoduchých a konkrétńıch pojmů budeme budovat pojmy a
vztahy složitěǰśı a obecněǰśı — abstraktněǰśı.



Celoč́ıselná a modulárńı aritmetika
Jednoduš̌śı než množiny jsou p̌rirozená a celá č́ısla
(nezaj́ımá nás obsah konečných množin, ale jen jejich velikosti).
Definice: Pro celá č́ısla a a b, ř́ıkáme, že a děĺı b (beze zbytku),
právě když existuje celé č́ıslo c takové, že b = ac. Znač́ıme a|b.
Stručněji: Pro a, b ∈ Z : a děĺı b ⇔ ∃c ∈ Z : b = ac, znač́ıme a|b.
Z znamená množinu celých č́ısel (z něm. Zahlen),
podobně N množinu p̌rirozených č́ısel (z lat. numero, naturalis).
Vloni bylo HOMONOLO 1. – 5. prosince 2025 (po – pá), letos je o
týden později. Na který pátek je ťreba zajistit náhradu p̌rednášky?
Rok 2026 je nep̌restupný, má 365 dńı. 365 = 350 + 14 + 1, což je
52 týdnů a jeden den nav́ıc. 5. prosince 2026 bude v sobotu.
Suplováńı je ťreba zajistit na následuj́ıćı pátek 11. prosince.
Nezaj́ımal nás celoč́ıselný pod́ıl z 365 po děleńı 7, ale zbytek.



Celoč́ıselná a modulárńı aritmetika
Jednoduš̌śı než množiny jsou p̌rirozená a celá č́ısla
(nezaj́ımá nás obsah konečných množin, ale jen jejich velikosti).
Definice: Pro celá č́ısla a a b, ř́ıkáme, že a děĺı b (beze zbytku),
právě když existuje celé č́ıslo c takové, že b = ac. Znač́ıme a|b.
Stručněji: Pro a, b ∈ Z : a děĺı b ⇔ ∃c ∈ Z : b = ac, znač́ıme a|b.
Z znamená množinu celých č́ısel (z něm. Zahlen),
podobně N množinu p̌rirozených č́ısel (z lat. numero, naturalis).
365 a 1 maj́ı stejný zbytek po děleńı 7 — tato vlastnost má jméno:
Definice: Pro celá č́ısla a, b a n, kde n ≥ 2, ř́ıkáme, že
a je kongruentńı s b modulo n, pokud rozd́ıl č́ısel a a b je beze
zbytku dělitelný n. Formálně zapsáno: n|(a − b).
Značeńı: ”a je kongruentńı s b modulo n“: a ≡ b (mod n).
Ukázky: 365 ≡ 1 (mod 7), 1 ≡ 365 (mod 7), 29 ≡ 365 (mod 7).
Výraz a ≡ 1 (mod 2) znamená, že a je liché.



K definićım a značeńı
Definice: Pro celá č́ısla a, b a n, kde n ≥ 2, ř́ıkáme, že
a je kongruentńı s b modulo n, pokud rozd́ıl č́ısel a a b je beze
zbytku dělitelný n. Formálně zapsáno: n|(a − b).
Značeńı: ”a je kongruentńı s b modulo n“: a ≡ b (mod n).
Definice se nedokazuj́ı, jen je ťreba vždy ově̌rit, zdali si objekt
uvažovaný název zaslouž́ı. Podobně značeńı zavád́ı nový symbol.
Název ani symbol by se neměly plést s již zavedenými pojmy.
V definićıch využ́ıváme jednoduš̌śı nebo ďŕıve zavedené pojmy,
zde nap̌r. ”celá č́ısla“, ”rozd́ıl“, ”děĺı beze zbytku“ . . .
Můžeme se ptát, jak jsou definovány tyto jednoduš̌śı pojmy, atd.,
atd., až dojdeme k elementárńım objekt̊um z teorie množin,
které se už dále nedefinuj́ı: prvek, množina, ťŕıda a relace náležeńı.
V tomto kurzu budeme vycházet ze sťredoškolské p̌redstavy
p̌rirozených, racionálńıch a reálných č́ısel, konečných množin
a základńıch početńıch a množinových operaćı.



Modulárńı aritmetika
Použit́ı: Cyklicky opakované události, nap̌ŕıklad
mod 60 pro minuty v hodině, mod 24 pro hodiny během dne, . . .
Caesarova šifra:

A B C D E F GZY

šifrováńı: x → x + 3 (mod 26)

dešifrováńı: x → x − 3 (mod 26)

A B C D E F GZY
Geocaching

x → x + 13 (mod 26)
Malá Fermatova věta:
Pro každé prvoč́ıslo p a každé celé č́ıslo a plat́ı ap ≡ a (mod p).
RSA: šifrováńı s věrejným kĺıčem, elektronický podpis, https://

https://cs.wikipedia.org/wiki/RSA


Jaký zbytek má n2 p̌ri děleńı 4, resp. 8?

n n2 n2 mod 4 n2 mod 8
0 0 0 0
1 1 1 1
2 4 0 4
3 9 1 1
4 16 0 0
5 25 1 1
6 36 0 4
7 49 1 1
8 64 0 0
9 81 1 1

Z tabulky se zdá, že
pro sudé n je n2 ≡ 0 (mod 4) a
pro liché n je n2 ≡ 1 (mod 4).
Vskutku, pro (mod 4):
(2k)2 = 4k2 ≡ 0
(2k + 1)2 = 4(k2 + k) + 1 ≡ 1

Podobně pro (mod 8):
(4k)2 = 16k2 ≡ 0
(4k + 2)2 = 16(k2 + k) + 4 ≡ 4
(2k + 1)2 = 4 (k2 + k)︸ ︷︷ ︸

sudé

+1 ≡ 1



Jednoduchá pozorováńı z celoč́ıselné aritmetiky
Pozorováńı: Pro dělitelnost plat́ı:
1|b pro všechna b ∈ Z,
a|0 pro všechna a ∈ Z včetně 0, t.j. 0|0,
n|b ⇔ b ≡ 0 (mod n) pro všechna b, n ∈ Z, n ≥ 2.
Pozorováńı: Pro kongruenci modulo libovolné n ≥ 2 plat́ı:
a ≡ a (tzv. reflexivita), a ≡ b ⇔ b ≡ a (symetrie),
(a ≡ b) ∧ (b ≡ c) ⇒ a ≡ c (tranzitivita).
Pozorováńı: Pro kongruenci (mod n) plat́ı: když (a ≡ b) ∧ (a′ ≡ b′),
tak potom a + a′ ≡ b + b′, a − a′ ≡ b − b′ a také aa′ ≡ bb′.
Pozor, obrácené implikace neplat́ı, nap̌ŕıklad pro (mod 6):
2 + 3 ≡ 0 + 5 a také 2 · 3 ≡ 0 · 5, ale 2 ̸≡ 0 ani 3 ̸≡ 5.
Plat́ı však podobný vztah pro sč́ıtáńı i odč́ıtáńı:
(a + a′ ≡ b + b′) ∧ (a′ ≡ b′) ⇒ a ≡ b,
ale už ne pro násobeńı: (aa′ ≡ bb′) ∧ (a′ ≡ b′) ̸⇒ a ≡ b,
nap̌r. (2 · 3 ≡ 0 · 3) ∧ (3 ≡ 3), ale 2 ̸≡ 0.



K výrok̊um, větám, pozorováńım . . . a k důkaz̊um
Věty, pozorováńı, tvrzeńı a lemmata jsou pravdivé matematické
výroky, jen se lǐśı svou důležitost́ı (podle názoru mluvč́ıho).
Výrok je gramaticky správná věta v matematickém jazyce,
u ńıž má smysl posuzovat, zda plat́ı nebo ne. Výrok je pravdivý,
když ho lze odvodit pomoćı logických operaćı z výchoźıch
p̌redpokladů, tzv. axiomů. Tomuto odvozeńı ř́ıkáme d̊ukaz.
Pokud lze naopak dokázat negaci výroku, je výrok nepravdivý.
V tomto kurzu budeme za axiomy považovat jednoduchá pravidla
o č́ıslech, množinách a souvisej́ıćıch operaćıch, která známe ze
sťredńı školy, nap̌ŕıklad komutativitu sč́ıtáńı: a + b = b + a.
Jsou výroky, u kterých nelze dokázat jejich pravdivost ani
nepravdivost. Př́ıkladem je 5. Eukleidův postulát o rovnoběžkách.
Někdy jen nev́ıme, zda je výrok pravdivý nebo zda ho lze dokázat.
Vě̌ŕıme-li v jeho pravdivost, nazýváme ho domněnka či hypotéza.
Třeba Velká Fermatova věta byla do roku 1994 ”jen“ domněnkou.



Zpět k pozorováńım a jejich důkaz̊um
Pozorováńı je výrok, jehož důkaz je z hlediska mluvč́ıho

”tak jednoduchý, tak vidět, že ho neńı ťreba ani zḿınit“.
Pokud ho nevid́ıte, NEBOJTE SE PŘIHLÁSIT A PTEJTE SE!
Neńı to zbabělost nebo neschopnost, ale výraz odvahy

— pomůžete nejen sobě, ale často i ostatńım.
Ukázky:
Pozorováńı: ∀b ∈ Z : 1|b.
Důkaz: Podle definice a|b ⇔ ∃c ∈ Z : b = ac,
Pro a = 1 stač́ı zvolit c = b, protože b = 1 · b.
Pozorováńı: (a ≡ b) ∧ (a′ ≡ b′) ⇒ (aa′ ≡ bb′) (mod n).
Důkaz: Z definice kongruence n|a − b, čili ∃c : a − b = cn.
Podobně ∃c ′ : a′ − b′ = c ′n. Chceme ∃d : aa′ − bb′ = dn.
aa′ − bb′ = aa′ − ab′ + ab′ − bb′ = a(a′ − b′) + (a − b)b′ =
ac ′n + cnb′ = (ac ′ + cb′)n, čili aa′ − bb′ = dn pro d = ac ′ + cb′.
Daľśı pozorováńı zkuste sami doma nebo se zeptejte na cvičeńıch.



Co už může být a co určitě neńı důkaz?
Pozorováńı Pro každé celé n plat́ı 3|n3 − n.
Důkaz 1: Jde o pozorováńı, u něho neńı nikdy co dokazovat.
Důkaz 2: Všimneme si, že n3 − n = n(n2 − 1) = (n − 1)n(n + 1),
což je součin ťŕı po sobě jdoućıch č́ısel a jedno z nich je dělitelné 3.
3|n pro n ≡ 0 (mod 3), 3|(n − 1) pro n ≡ 1 a 3|(n + 1) pro n ≡ 2.
Důkaz 3: Pro n = 0 je 03 − 0 = 0 dělitelné 3, pro n = 1 je
13 − 1 = 0 dělitelné 3, pro n = 2 je 23 − 2 = 8 − 2 = 6 dělitelné 3,
pro ostatńı č́ısla je to podobné, jen u záporných bude nav́ıc ḿınus.
Důkaz 4: Rozebereme p̌ŕıpady (ve všech je k ∈ Z):
▶ když n = 3k, pak n3 − n = (3k)3 − 3k = 3(9k3 − k),
▶ když n = 3k + 1, pak n3 − n = 3k(3k + 1)(3k + 2),
▶ když n = 3k + 2, pak n3 − n = 3(k + 1)(3k + 1)(3k + 2).

Ve všech p̌ŕıpadech máme 3|n3 − n, a ty pokrývaj́ı všechna celá n.
Důkaz 5: Označ́ıme n = 3k + l , l ∈ {0, 1, 2}, pak
n3 − n = (3k + l)3 − (3k + l) = 3(9k3 + 9k2l + 3kl2 − k) + l3 − l ,
p̌ričemž 3|l3 − l pro l ∈ {0, 1, 2}, jak jsme ukázali v důkazu 3.



Problém ”jedničkových č́ısel“
Existuje n takové, že 2 025, 2 026 nebo 2 027 děĺı Jn = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n×

?
Vid́ıme, že každé Jn je liché, tedy 2 026 nikdy neděĺı Jn.
Podobně žádné Jn nekonč́ı 0 ani 5, a tak ani 2 025 neděĺı žádné Jn.
Co si ale počneme s 2 027?
Vyzkouš́ıme menš́ı hodnoty dělitele d . Můžeme vynechat sudá č́ısla
a násobky pěti, a ḿısto d = 2 027 zkuśıme d = 1, 3, 7, 9, 11, 13, . . .
d Jn
1 1
3 111

d Jn
7 111 111
9 111 111 111

d Jn
11 111 111
13 111 111

111 111 =
= 111 · 1 001
= 111 · 7 · 11 · 13

Hypotéza: Pro každé d , které neńı násobkem 2 ani 5, Jn existuje.
Zbytek po děleńı d nabývá jen d hodnot, proto podle Dirichletova
principu z d + 1 č́ısel J1, . . . , Jd+1 maj́ı alespoň dvě stejný zbytek.
Čili ∃i , j ∈ {1, . . . , d + 1}, i > j : Ji ≡ Jj (mod d).
Potom d |Ji − Jj , p̌ričemž Ji − Jj = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

(i−j)×

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
j×

= Ji−j · 10 j .
Protože 2 ̸ | d , 5 ̸ | d , muśı d |Ji−j .



Dirichlet̊uv princip

Máme m p̌redmět̊u a n p̌rihrádek, kde m > n.
Každý p̌redmět dáme do některé p̌rihrádky.
Pak v některé jsou alespoň dva p̌redměty.
Důkaz: Označme xi počet p̌redmět̊u v i-té
p̌rihrádce. Pak x1 + x2 + · · · + xn = m.
Kdyby v každé p̌rihrádce byl nejvýš jeden
p̌redmět, měli bychom x1 + x2 + · · · + xn ≤ n,
což je spor s nerovnost́ı n < m.
Proto pro alespoň jedno i plat́ı xi ≥ 2.
Stručněǰśı formulace:
Pro konečné množiny A a B, kde |A| > |B|,
neexistuje prosté zobrazeńı f : A → B, kde
být prosté znamená: x ̸= y ⇒ f (x) ̸= f (y).

Johann Peter
Gustav Lejeune

Dirichlet
1805 – 1859

[Obr. Wikipedie]

angl. pigeonhole principle — princip holubńıku; p̌rihrádkový princip

https://de.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet


Celoč́ıselné kǒreny polynomů
Kǒreny kvadratického polynomu f (x) = ax2 + bx + c lze spoč́ıtat
známým vzorcem x1,2 = −b±

√
b2−4ac

2a ; pro kǒreny polynomu 3.
stupně máme Cardanovy vzorce, pro 4. Ferrariho metodu. Pro
obecný polynom 5. a vyš̌śıho stupně, nap̌r. pro x5 − x − 1, žádné
vzorce existovat nemohou, jak dokázal roku 1830 Évariste Galois.
Celoč́ıselné kǒreny polynomu libovolného stupně s celoč́ıselnými
koeficienty lze nalézt snadno:
Mějme f (x) = anxn + · · · + a1x + a0. Je-li a0 = 0, je 0 kǒrenem f ,
a vyděleńım (x − 0) se sńıž́ı stupeň na anxn−1 + · · · + a2x + a1.
Pro a0 ̸= 0 jako nap̌r. v f (x) = 4x5 − 12x4 − 5x3 + 15x2 + x − 3 a
celoč́ıselný kǒren x plat́ı, že f (x) = 0 ≡ a0 (mod x), protože
z ostatńıch členů anxn, . . . , a1x lze x vytknout.
Každý celoč́ıselný kǒren x polynomu f (x) je proto dělitelem a0.
Nap̌r. pro a0 = −3 máme dělitele 3, 1, −1 a −3. Dosazeńım do
daného f (x) zjist́ıme, že jen 3, 1 a −1 jsou jeho celoč́ıselné kǒreny.
Lze tento postup rozš́ı̌rit i pro racionálńı kǒreny?



Racionálńı kǒreny polynomů
Jsou-li koeficienty racionálńı, lze je vynásobit nejmenš́ım společným
násobkem jmenovatel̊u, a tak bez újmy na obecnosti (zkr. búno)
můžeme p̌redpokládat, že polynom f (x) =

n∑
i=0

aix i má celoč́ıselné
koeficienty, stejně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě.
Předpokládejme, že x = p

q s nesoudělnými p a q
je racionálńı kǒren polynomu f , t.j. f

(
p
q

)
=

n∑
i=0

ai
(

p
q

)i
= 0.

Vynásobeńım obou stran qn dostaneme rovnici
n∑

i=0
aipiqn−i = 0,

a podle ńı omeźıme možnosti pro p a q, podobně jako u x ∈ Z.
Pro nesoudělná p, q plat́ı: ∀a ∈ Z : p|aq ⇒ p|a, a také q|ap ⇒ q|a.
Při poč́ıtáńı mod p dostaneme u posledńıho členu: p|a0qn ⇒ p|a0.
Při poč́ıtáńı mod q dostaneme u prvńıho členu: q|anpn ⇒ q|an.
Nap̌r. pro náš polynom f (x) = 4x5 − 12x4 − 5x3 + 15x2 + x − 3 je
p ∈ {±1, ±3} a q ∈ {±1, ±2, ±4}, a dosazeńım zjist́ıme, že kromě
celoč́ıselných kǒrenů 3, 1, −1, má i racionálńı 1

2 , −1
2 a jiné už ne.



Jak to řešit?

1. vydáńı, Princeton
Univ. Press, 1945

George Pólya
1887–1985

1. české vydáńı,
Matfyzpress, 2016






