Mohutnost mnozin a pocet dvojic
Definice: Pocet prvkil kone¢né mnoziny X
nazyvame mohutnost X a znaéime ji | X|.
Pozorovani: Kdyz existuje bijekce mezi
mnozinami X a Y, pak | X| =Y.

Definice: Kartézsky soucin mnozin X a Y je
mnozina X x Y = {(x,y): x € X,y € Y},
¢ili mnoZina vsech usporadanych dvojic.

Pozorovani: Maji-li kone¢né mnoziny X a Y

René Descartes
mohutnosti n a m, potom jejich kartézsky 1596 — 1650

soucin X X Y mé mohutnost nm.

Dakaz: X x Y je mnozina dvojic, prvni prvek ma n moznosti,
druhy m. Kazdy vybér prvniho prvku lze nezavisle rozsitit o druhy,
proto je celkovy polet moznosti dan soucinem nm.

Ukazka: Ma-li si 200 student( zapsat 5 prednasek, dostaneme
200 -5 = 1000 zaznami (p, s) o zapisu prednasky p studentem s.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes

Pocet n-tic
Véta: Z prvkii kone¢né mnoziny X Ize vytvorit | X|? riiznych
usporadanych trojic. Pro n € N mame | X|" usporadanych n-tic.
. intuitivné: pro trojice jde o mohutnost kartézského soucinu
X x X x X apro n-tice [ X|" =X x X x -+ x X|

n-krat
Ukazka: IP adresu tvofi usporadana Ctvetice Cisel v rozsahu
0-255, proto riiznych IP adres je 256* = 4294 967 296.

Na této vété si predvedeme princip diikazu matematickou indukci:

Dakaz: P(n): ,Na kone¢né X je | X|" usporadanych n-tic.”

[. P(1): kone¢na X ma |X| prvkd — ,usporadanych 1-tic",

[I. P(n) = P(n+ 1): Uspofadanych n-tic je podle indukéniho
predpokladu |X|". Kazdou n-tici Ize rozsifit | X| zplsoby na

(n + 1)-tici pfidanim prvku z X na posledni, (n+ 1). misto.
Vytvorime celkem |X|" - |X| = |X|™* rtiznych (n + 1)-tic,
protoZe se li&i bud v prvnich n nebo v poslednim prvku.
Kazdou (n+ 1)-tici (x1,...,xnt1) lze takto vytvofit z n-tice
(X1,...,xn) a prvku x,11, a tak zddna nechybi, ani nepfebyva.



Matematicka indukce

Vyrok typu: ,Pro kazdé n € N plati P(n)",
napriklad P(n): ,Na kone¢né X je |X|" uspofadanych n-tic."
|ze dokazat ve dvou krocich:

I plati P(1) — prvni krok indukce,

II. pro kazdé n lze z indukcniho predpokladu P(n)

odvodit P(n+ 1) — indukéni krok: P(n) = P(n+1).

Kdyz od P(1) pouzijeme Il. krok (n — 1)-krat za sebou, dostaneme
posloupnost implikaci: P(1) = P(2) = P(3) = --- = P(n).
Zacatek posloupnosti plati diky I., a proto plati i jeji ostatni Cleny.
Cislo n miiZe byt libovolné, proto P(n) plati pro viechna n € N.
Varianty: Kdyz misto P(1) dokazeme P(0), plati P(n) pro viechna
nezipornd celd n; kdyz misto P(n) = P(n+ 1) dokiZeme
P(n) = P(n+ 2), plati P(n) pro vSechna licha n € N, atd.
Indukéni krok lze provést i pomoci implikace se silnéjSimi
predpoklady: (P(1) A P(2) A---AP(n—1)) = P(n)


https://pixabay.com/cs/illustrations/domino-hra-soubor-tal%C3%AD%C5%99-strategie-9602003/

Pocet zobrazeni

Véta: Maji-li kone¢né mnoziny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje m” riznych zobrazeni f: X — VY.

Duikaz: Pokud si oznaéime X = {xi,...,x,}, potom kazdé
zobrazeni f odpovida jednoznaéné usporadané n-tici prvki z Y,
jmenovité (f(x1), f(x2),...,f(xn)) a téchto n-tic je m".
Jde o bijekci mezi mnoZinou vSech zobrazeni, tj. {f: X — Y} a
mnozinou vSech moznych n-tic prvkli z Y, tj. Y X Y x --- X Y.
Jiny pohled: X fy n-krat

m moZznosti pro x; ><§ f(x2)

m moznosti pro x; : + F(x) b prvkid

Xn @ .
Ukazky: Pokud si 5 détem rozdavame ovoce tak, ze kazdé si mize
vybrat jeden kus ze &tyf moznych druhi (jablko, hrusky, merunky a
Svestky), Ize to provést 4 -4 -4 -4 .4 = 45 = 1024 zpiisoby.

Jde o pocet zobrazeni z mnoziny déti do mnoziny druhi ovoce.
Pocet slov s n pismeny z m-prvkové abecedy je m".



Pocet prostych zobrazeni
Véta: Maji-li kone¢né mnoziny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje m(m —1)(m —2)---(m—n+1)
riznych prostych zobrazeni f: X — Y.

. pro n > m je jeden Cinitel nulovy a Zadné prosté f neexistuje.
Znacleni: Klesajici mocnina je m2=m(m—1)---(m—n+1).
Dikaz: X fY

m moznosti pro x; o f(x)
m — 1 moznosti pro x; Zg f( )}m orvk
b

. X1
m — 1+ 1 moznosti pro X, ¢
Xn)

Ukazka: Pokud si 5 déti vybere po jedné z 8 riznych hracek,
mohou si je vybrat 82 =8-7-6-5-4 = 6720 zplisoby.

Zobrazeni odpovidaji usporddanym vybériim s opakovanim

(dloha o rozdavani ovoce), zatimco prostd zobrazeni odpovidaji
usporadanym vybériim bez opakovani (tloha o rozdavani hracek).
Disledek: Usporadanych vybéri n prvkid z m-prvkové mnoziny je
m2 pro vybéry bez opakovani, a m™ pro vybéry s opakovanim.



Faktorial

n
Definice: Sou¢in 1-2-3---n= 1] i
i=1

se nazyva n faktorial a znadi se nl.

... pocet prostych zobrazeni pak Ize vyjadfrit:
m2=m(m-1)(m-2)---(m—n+1)= ————

Poznamka: 0! = 1 (odpovida prazdnému soucinu).

Dasledek: Na n-prvkové mnoziné je n! permutaci.

Sefazeni prvkd mnoziny X lze reprezentovat jako
bijekci mezi mnozinou pozic {1,...,n} a mnozinou X.

Disledek: Riznych sefazeni prvki n-prvkové mnoZiny je také n!.

Ukazky: Na 26 pismenech je 26! riznych substituénich Sifer.



Odhad faktorialu

Otézka: Jak rychle roste faktorial?
P¥imocary odhad: n! < n”

(M2 = (1--n)(1- n) :k]ijlk(n+1—k):>n!: /1j (n+1— k)
| <

Z nerovnosti n < k(n+1—k) < (%1)2 plyne: n/2 < nl < (" )"

PYesn&j3i odhad dava tzv. Stirlingova formule: nl ~ +/2wn (2)".




Pocet podmnozin

Véta: Kone¢na mnozina X mohutnosti n,
ma 2" riiznych podmnozin, neboli |P(X)| = 2/XI.




Pocet podmnozin predepsané velikosti
Véta: Pro kazdou n-prvkovou mnozinu X a k € {0,...,n} plati,
ze X ma % = (n_”ik'),k, podmnozin velikosti k.
Definice: Cislo (,7_”7,('),1(, je binomicky koeficient a znati se ().

Ukazka: {a,bc,d}




Vlastnosti binomickych koeficient(

Pasciallﬁ\{ t,roj.dhe//?/’k J:e (Z:i) + (n;l) Prok<0ak>n
usporadani binomickych ————" < definuie (" =0
koeficientli znazoriujici vztah: (x) e '
L= (o) 1
1=0G) 1=() 14 1x
1= 2=051=0) 14 2x 4 1x2
1=3)3=0)3=03) 1= 143x +3x2 + 1x®

1= 4=(6=03)4=031=(;) 1+4x+6x>+4x>+1x*
Pozorovani:

> () =(,") --- kazda mnoZina ma jednozna¢ny doplnék.

n
> kzo (1) =2" ... odpovida pottu viech podmnoZzin.



Binomicka véta
Véta: Pro kazdé n € N plati:

(e (£
k=0

Dakaz 1: Rozepiseme (1 + x)" = (1 4+ x)(1 + x) - -- (1 + x).

nXx
Clen x* Ize pti roznasobeni ziskat tak, Ze z k dvoutlenti (1 + x)
zvolime x a z ostatnich n — k dvoudlenii zvolime 1. Koeficient (})
u x¥ je potet moznosti, kolikrat Ize z n-prvkové mnoziny dvouélenii
vybrat k-prvkovou podmnozinu, tj. dvoucleny, z nichZz volime x.

Dtikaz 2: Indukci podle n: Pro n = 1: (1 + x)! = 1x% + 1x'.
Indukéni krok: (14 x)" = (14 x)""1(1 + x). Clen (1 + x)"!

n—1
zapiSeme podle indukéniho predpokladu jako > (”;1)xk,
k=0 " p

jehoZ soutin s (1 + x) pak algebraicky upravime na - (])x*:
. k=0

(Seo)Jarn=E () Ze0)= -2 () @) - £ 00~

k=0 k=0



Disledky a zobecnéni binomické véty

n
> > (;) =2"... dosazenim x = 1 do binomické véty.
= ) )
> (x+y)" =y 1) =y" z ()( ) :kzo( )xkyn—k
. anebo kombinatoricky steJne jako u binomické véty.

Multinomicka véta:
n
(x14+x4+-+x)" = > (k1,k2,...,kt)xl X2 e Xy
k17k27"'7kt€{0>17"'7n}
ki+ko+-+ke=n
n
kde (kl,k2,...,kt> m je multinomicky koeficient.

Ukéazka: (x +y 4+ 2)? = x> + y? + 22 + 2xy + 2xz + 2yz. Koeﬁcient
u xz je dan volbou ky =1,k, =0ak,=1a (131) = 1,0‘1, =2.

Multinomicky koeficient (k1 " kt) udava pocet rozdéleni n-prvkové

mnoZiny na navzajem disjunktnil mnoZiny o velikostech ki, ..., k.
Uzitl: Polet presmyéek slova MISSISSIPPI: (14 o) = Tratisr = 34 650.
Celkem 16 osob Ize sparovat & (, 5 ,) = g5 = 2027025 zpiisoby.

Ydisjunktni znamena ,neprotinajici se*: A a B jsou disjunktni < AN B = (.



Neusporadané vybéry s opakovanim a bez opakovani

Podobné znéjici tlohy: Kolika zpilisoby |ze rozdélit mezi 5 déti
» 3 tresné, kazdé miiZze mit nejvyse jednu?
» 7 malin, ¢ili nékteré jich dostane i vic nez jednu?
Prvni Gloha odpovida vybéru ttiprvkové podmnoziny déti,
tj. téch, které dostanou tfe$né. To lze provést (g) = 10 zplsoby.
Jiny pohled: poéitdme rozklady 3 = a; + - - - + as, kde a; € {0,1}.

Ve druhé rozkladame 7 = a; + - - - + a5 bez dalSich podminek.
Kazdy rozklad, napt. 0 +4 + 1+ 0 + 2 lze zapsat v unarni
soustave, Cili + /Il + | + + Il . Prazdna pozice na kraji a
mezi dvéma sousednimi + + odpovidaji nulovému séitanci.
Jde o fetézce délky 11 se sedmi symboly / a ¢tyfmi symboly +.
Takovych posloupnosti, a tedy i rozd&leni malin je (171) = 330.

Dasledek: Neusporadanych vybér k prvki z n-prvkové mnoZiny je

(}) pro vybéry bez opakovani, a (”+Il§_1) pro vybéry s opakovanim.



Otazky k porozuméni tématu prednasky

» Jaka je souvislost mezi asociativitou soucinu a poctem k-tic?

> Jak se méni pocet zobrazeni vzhledem ke skladani,
pripadné provedenim mnozinovych operaci na nosnych
mnozinach?

» Jak souvisi Pascalliv trojihelnik s po¢tem nejkratsich cest
mezi dvéma protilehlymi body mfizky m x n?

Otézka z dvodu o poctu vyhodnoceni databdzovych dotazii i poctu
nékterych turnajd souvisi s tzv. Catalanovymi Cisly. Ta mj. udavaji
pocet cest ve Ctvercové mrizce, které nevstoupi pod diagonalu.



Poznamky k pojmoslovi a znaceni

Pojem ,permutace” nékdy oznaluje pocet permutaci (coby
vzajemné jednoznalnych zobrazeni). Poltu zobrazeni se také ¥ika
.variace", pricemz ,variace s opakovanim" berou v potaz vSechna
zobrazeni a ,variace bez opakovani“ jen prosta. Podobné termin
.kombinace bez opakovani" je totéz co binomicky koeficient.

Binomicky koeficient se Casto nazyva kombinacni cislo.
MnozZina k-prvkovych podmnozin mnoziny X se miZe znadit (),f)

Vyraz % je také roven soucinu vSech lichych &isel od 1 do 15.

Rik4 se mu dvojity faktorial a znali se 15!l. Podobné, dvojity
faktorial sudého Cisla je soucin vsech sudych Cisel v daném rozsahu.

Na 2k prvcich je (2k — 1)!! parovani (Ize ukazat i kombinatoricky).



