
Diskrétńı matematika
Do našeho kurzu paťŕı kombinatorika, diskrétńı pravděpodobnost,
teorie graf̊u, relace, částečná uspǒrádáńı, Ramseyova teorie . . .

— zabývaj́ı se zejména objekty vystavěnými z konečných množin.
Př́ıbuzné obory: teorie množin, logika, teorie č́ısel, výpočetńı
složitost, matematické struktury, obecná algebra . . .
Nauč́ıme se porozumět zadáńı úloh, popsat je pomoćı
matematických pojmů a s použit́ım vhodné symboliky.

”Poč́ıtá se to p̌res permutace, kombinace nebo variace?“ ”102 možnost́ı je asi málo, a 1010 mi p̌rijde moc, žejo?“

Budeme nejen hledat jejich řešeńı, ale hlavně se učit od̊uvodňovat,
že je řešeńı správné. Budeme také hledat r̊uzné cesty k řešeńı.

. . . nestač́ı odpovědět jen: ”Párováńı je 3 628 800 a v 8. sérii jich bylo v́ıc než v 1.“ — což ani neńı celé pravda.

Z jednoduchých a konkrétńıch pojmů budeme budovat pojmy a
vztahy složitěǰśı a obecněǰśı — abstraktněǰśı.



Celoč́ıselná a modulárńı aritmetika
Jednoduš̌śı než množiny jsou p̌rirozená a celá č́ısla
(nezaj́ımá nás obsah konečných množin, ale jen jejich velikosti).

Definice: Pro celá č́ısla a a b, ř́ıkáme, že a děĺı b (beze zbytku),
právě když existuje celé č́ıslo c takové, že b = ac. Znač́ıme a|b.
Stručněji: Pro a, b ∈ Z : a děĺı b ⇔ ∃c ∈ Z : b = ac, znač́ıme a|b.
Z znamená množinu celých č́ısel (z něm. Zahlen),
podobně N množinu p̌rirozených č́ısel (z lat. numero, naturalis).

365 a 1 maj́ı stejný zbytek po děleńı 7 — tato vlastnost má jméno:
Definice: Pro celá č́ısla a, b a n, kde n ≥ 2, ř́ıkáme, že
a je kongruentńı s b modulo n, pokud rozd́ıl č́ısel a a b je beze
zbytku dělitelný n. Formálně zapsáno: n|(a − b).
Značeńı: ”a je kongruentńı s b modulo n“: a ≡ b (mod n).
Ukázky: 365 ≡ 1 (mod 7), 1 ≡ 365 (mod 7), 29 ≡ 365 (mod 7).
Výraz a ≡ 1 (mod 2) znamená, že a je liché.



K definićım a značeńı
Definice: Pro celá č́ısla a, b a n, kde n ≥ 2, ř́ıkáme, že
a je kongruentńı s b modulo n, pokud rozd́ıl č́ısel a a b je beze
zbytku dělitelný n. Formálně zapsáno: n|(a − b).
Značeńı: ”a je kongruentńı s b modulo n“: a ≡ b (mod n).

Definice se nedokazuj́ı, jen je ťreba vždy ově̌rit, zdali si objekt
uvažovaný název zaslouž́ı. Podobně značeńı zavád́ı nový symbol.
Název ani symbol by se neměly plést s již zavedenými pojmy.

V definićıch využ́ıváme jednoduš̌śı nebo ďŕıve zavedené pojmy,
zde nap̌r. ”celá č́ısla“, ”rozd́ıl“, ”děĺı beze zbytku“ . . .
Můžeme se ptát, jak jsou definovány tyto jednoduš̌śı pojmy, atd.,
atd., až dojdeme k elementárńım objekt̊um z teorie množin,
které se už dále nedefinuj́ı: prvek, množina, ťŕıda a relace náležeńı.

V tomto kurzu budeme vycházet ze sťredoškolské p̌redstavy
p̌rirozených, racionálńıch a reálných č́ısel, konečných množin
a základńıch početńıch a množinových operaćı.



Jaký zbytek má n2 p̌ri děleńı 4, resp. 8?

n n2 n2 mod 4 n2 mod 8
0 0 0 0
1 1 1 1
2 4 0 4
3 9 1 1
4 16 0 0
5 25 1 1
6 36 0 4
7 49 1 1
8 64 0 0
9 81 1 1

Z tabulky se zdá, že
pro sudé n je n2 ≡ 0 (mod 4) a
pro liché n je n2 ≡ 1 (mod 4).

Vskutku, pro (mod 4):
(2k)2 = 4k2 ≡ 0
(2k + 1)2 = 4(k2 + k) + 1 ≡ 1

Podobně pro (mod 8):
(4k)2 = 16k2 ≡ 0
(4k + 2)2 = 16(k2 + k) + 4 ≡ 4
(2k + 1)2 = 4 (k2 + k)︸ ︷︷ ︸

sudé

+1 ≡ 1



Jednoduchá pozorováńı z celoč́ıselné aritmetiky
Pozorováńı: Pro dělitelnost plat́ı:
1|b pro všechna b ∈ Z,
a|0 pro všechna a ∈ Z včetně 0, t.j. 0|0,
n|b ⇔ b ≡ 0 (mod n) pro všechna b, n ∈ Z, n ≥ 2.

Pozorováńı: Pro kongruenci modulo libovolné n ≥ 2 plat́ı:
a ≡ a (tzv. reflexivita), a ≡ b ⇔ b ≡ a (symetrie),
(a ≡ b) ∧ (b ≡ c) ⇒ a ≡ c (tranzitivita).

Pozorováńı: Pro kongruenci (mod n) plat́ı: když (a ≡ b) ∧ (a′ ≡ b′),
tak potom a + a′ ≡ b + b′, a − a′ ≡ b − b′ a také aa′ ≡ bb′.
Pozor, obrácené implikace neplat́ı, nap̌ŕıklad pro (mod 6):
2 + 3 ≡ 0 + 5 a také 2 · 3 ≡ 0 · 5, ale 2 ̸≡ 0 ani 3 ̸≡ 5.
Plat́ı však podobný vztah pro sč́ıtáńı i odč́ıtáńı:
(a + a′ ≡ b + b′) ∧ (a′ ≡ b′) ⇒ a ≡ b,
ale už ne pro násobeńı: (aa′ ≡ bb′) ∧ (a′ ≡ b′) ̸⇒ a ≡ b,
nap̌r. (2 · 3 ≡ 0 · 3) ∧ (3 ≡ 3), ale 2 ̸≡ 0.



K výrok̊um, větám, pozorováńım . . . a k důkaz̊um
Věty, pozorováńı, tvrzeńı a lemmata jsou pravdivé matematické
výroky, jen se lǐśı svou důležitost́ı (podle názoru mluvč́ıho).
Výrok je gramaticky správná věta v matematickém jazyce,
u ńıž má smysl posuzovat, zda plat́ı nebo ne. Výrok je pravdivý,
když ho lze odvodit pomoćı logických operaćı z výchoźıch
p̌redpokladů, tzv. axiomů. Tomuto odvozeńı ř́ıkáme d̊ukaz.
Pokud lze naopak dokázat negaci výroku, je výrok nepravdivý.

V tomto kurzu budeme za axiomy považovat jednoduchá pravidla
o č́ıslech, množinách a souvisej́ıćıch operaćıch, která známe ze
sťredńı školy, nap̌ŕıklad komutativitu sč́ıtáńı: a + b = b + a.

Jsou výroky, u kterých nelze dokázat jejich pravdivost ani
nepravdivost. Př́ıkladem je 5. Eukleidův postulát o rovnoběžkách.
Někdy jen nev́ıme, zda je výrok pravdivý nebo zda ho lze dokázat.
Vě̌ŕıme-li v jeho pravdivost, nazýváme ho domněnka či hypotéza.
Třeba Velká Fermatova věta byla do roku 1994 ”jen“ domněnkou.



Zpět k pozorováńım a jejich důkaz̊um
Pozorováńı je výrok, jehož důkaz je z hlediska mluvč́ıho

”tak jednoduchý, tak vidět, že ho neńı ťreba ani zḿınit“.

Pokud ho nevid́ıte, NEBOJTE SE PŘIHLÁSIT A PTEJTE SE!
Neńı to zbabělost nebo neschopnost, ale výraz odvahy

— pomůžete nejen sobě, ale často i ostatńım.
Ukázky:
Pozorováńı: ∀b ∈ Z : 1|b.
Důkaz: Podle definice a|b ⇔ ∃c ∈ Z : b = ac,
Pro a = 1 stač́ı zvolit c = b, protože b = 1 · b.

Pozorováńı: (a ≡ b) ∧ (a′ ≡ b′) ⇒ (aa′ ≡ bb′) (mod n).
Důkaz: Z definice kongruence n|a − b, čili ∃c : a − b = cn.
Podobně ∃c ′ : a′ − b′ = c ′n. Chceme ∃d : aa′ − bb′ = dn.
aa′ − bb′ = aa′ − ab′ + ab′ − bb′ = a(a′ − b′) + (a − b)b′ =
ac ′n + cnb′ = (ac ′ + cb′)n, čili aa′ − bb′ = dn pro d = ac ′ + cb′.

Daľśı pozorováńı zkuste sami doma nebo se zeptejte na cvičeńıch.



Dirichlet̊uv princip

Máme m p̌redmět̊u a n p̌rihrádek, kde m > n.
Každý p̌redmět dáme do některé p̌rihrádky.
Pak v některé jsou alespoň dva p̌redměty.
Důkaz: Označme xi počet p̌redmět̊u v i-té
p̌rihrádce. Pak x1 + x2 + · · · + xn = m.
Kdyby v každé p̌rihrádce byl nejvýš jeden
p̌redmět, měli bychom x1 + x2 + · · · + xn ≤ n,
což je spor s nerovnost́ı n < m.
Proto pro alespoň jedno i plat́ı xi ≥ 2.

Stručněǰśı formulace:
Pro konečné množiny A a B, kde |A| > |B|,
neexistuje prosté zobrazeńı f : A → B, kde
být prosté znamená: x ̸= y ⇒ f (x) ̸= f (y).

Johann Peter
Gustav Lejeune

Dirichlet
1805 – 1859

[Obr. Wikipedie]

angl. pigeonhole principle — princip holubńıku; p̌rihrádkový princip

https://de.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet

