Diskrétni matematika

Do naseho kurzu patfi kombinatorika, diskrétni pravdépodobnost,
teorie graf(i, relace, ¢asteCnad usporadani, Ramseyova teorie ...

— zabyvaji se zejména objekty vystavénymi z konecnych mnozZin.
P¥ibuzné obory: teorie mnozin, logika, teorie Cisel, vypocetni
slozitost, matematické struktury, obecna algebra . ..

Naucime se porozumét zadani tloh, popsat je pomoci
matematickych pojmii a s pouzitim vhodné symboliky.

Budeme nejen hledat jejich feSeni, ale hlavné se ucit odiivodriovat,
Ze je teSeni spravné. Budeme také hledat rlizné cesty k feSeni.

Z jednoduchych a konkrétnich pojmi budeme budovat pojmy a
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Celociselna a modularni aritmetika

Jednodussi nez mnoziny jsou pfirozena a cela Cisla
(nezajima nas obsah kone¢nych mnozin, ale jen jejich velikosti).

Definice: Pro cela &isla a a b, fikdme, ze a déli b (beze zbytku),
pravé kdyz existuje celé &islo ¢ takové, ze b = ac. Znadime a|b.
Struénéji: Pro a,b € Z: a déli b < 3c € Z: b = ac, znalime a|b.
Z znamena mnozinu celych &isel (z ném. Zahlen),

podobné N mnozinu pfirozenych &isel (z lat. numero, naturalis).
365 a 1 maji stejny zbytek po déleni 7 — tato vlastnost mé jméno:
Definice: Pro cela Cisla a, b a n, kde n > 2, fikdme, ze

a je kongruentni s b modulo n, pokud rozdil Cisel a a b je beze
zbytku délitelny n. Formalné zapsano: n|(a — b).

Znaceni: ,a je kongruentni s b modulo n": a= b (mod n).
Ukézky: 365 =1 (mod 7), 1 = 365 (mod 7), 29 = 365 (mod 7).
Vyraz a =1 (mod 2) znamen4, ze a je liché.



K definicim a znaceni

Definice: Pro celd Cisla a, b a n, kde n > 2, fikdme, ze

a je kongruentni s b modulo n, pokud rozdil ¢isel a a b je beze
zbytku délitelny n. Formalné zapsano: n|(a — b).

Znaceni: ,a je kongruentni s b modulo n": a= b (mod n).

Definice se nedokazuji, jen je tfeba vzdy ovéfit, zdali si objekt
uvazovany nazev zaslouzi. Podobné znaceni zavadi novy symbol.
Nazev ani symbol by se nemély plést s jiz zavedenymi pojmy.

V definicich vyuzivime jednodussi nebo dfive zavedené pojmy,
zde napt. ,cela Cisla®, ,rozdil”, ,déli beze zbytku" ...

MlZeme se ptat, jak jsou definovany tyto jednodussi pojmy, atd.,
atd., az dojdeme k elementarnim objektim z teorie mnozin,

které se uz dale nedefinuji: prvek, mnozina, tfida a relace nalezeni.

V tomto kurzu budeme vychazet ze stfedoskolské predstavy
prirozenych, raciondlnich a redlnych &isel, kone¢nych mnozin
a zadkladnich pocetnich a mnozinovych operaci.



Jaky zbytek ma n? pti déleni 4, resp. 87

2

n? mod4 n?mod 8

n n

0 0 0 0
1 1 1 1
2 4 0 4
39 1 1
4 16 0 0
5 25 1 1
6 36 0 4
7 49 1 1
8 64 0 0
9 81 1 1

Z tabulky se zda, Ze
pro sudé n je n> =0 (mod 4) a
pro liché n je n> =1 (mod 4).

Vskutku, pro (mod 4):
(2k)?2 = 4k?

0
(k+1)2=4Kk>+k)+1=1

Podobné pro (mod 8):

(4k)> =16k =0

(4k +2)2 =16(k> + k) +4=4

2k +1)2=4(kK*+k)+1 =1
——

sudé



Jednoducha pozorovani z celociselné aritmetiky

Pozorovani: Pro délitelnost plati:

1|b pro véechna b € Z,

al0 pro viechna a € Z véetné 0, t.j. 0|0,

nlb < b=0 (mod n) pro vSechna b,n € Z,n > 2.

Pozorovani: Pro kongruenci modulo libovolné n > 2 plati:
a = a (tzv. reflexivita), a= b < b = a (symetrie),
(a=b)A(b=c)= a=c (tranzitivita).

Pozorovani: Pro kongruenci (mod n) plati: kdyz (a = b) A (&' = '),
tak potom a+a' =b+ b, a— 3 =b— b ataké aa’ = bb'.

Pozor, obracené implikace neplati, napfiklad pro (mod 6):
2+3=0+5ataké2-3=0-5,ale2#0ani 3#5.

Plati vSak podobny vztah pro scitani i odcitani:
(a+d=b+b)N(d=b)=a=b,

ale uz ne pro nasobeni: (a3’ = bb') A (a' = b') A a = b,

napt. (2-3=0-3)A(3=3), ale2#0.



K vyrokiim, vétam, pozorovanim ... a k diikaziim

Véty, pozorovani, tvrzeni a lemmata jsou pravdivé matematické
vyroky, jen se lisi svou diilezitosti (podle nazoru mluvéiho).
Vyrok je gramaticky spravna véta v matematickém jazyce,

u niz ma smysl posuzovat, zda plati nebo ne. Vyrok je pravdivy,
kdyZ ho Ize odvodit pomoci logickych operaci z vychozich
predpokladd, tzv. axiomi. Tomuto odvozeni fikdme diikaz.
Pokud Ize naopak dokazat negaci vyroku, je vyrok nepravdivy.

V tomto kurzu budeme za axiomy povazovat jednoduché pravidla
o Cislech, mnozinach a souvisejicich operacich, kterd zndme ze
stfedni skoly, napfiklad komutativitu sc¢itani: a+ b = b + a.

Jsou vyroky, u kterych nelze dokazat jejich pravdivost ani
nepravdivost. Prikladem je 5. Eukleidiv postulat o rovnobézkach.
Nékdy jen nevime, zda je vyrok pravdivy nebo zda ho Ize dokazat.
VéFime-li v jeho pravdivost, nazyvame ho domnénka &i hypotéza.
Tteba Velkd Fermatova véta byla do roku 1994 , jen“ domnénkou.



Zpét k pozorovanim a jejich diikaziim

Pozorovani je vyrok, jehoz dikaz je z hlediska mluvciho
,tak jednoduchy, tak vidét, ze ho neni tfeba ani zminit".

Pokud ho nevidite, NEBOJTE SE PRIHLASIT A PTEJTE SE!
Neni to zbabélost nebo neschopnost, ale vyraz odvahy

— pomdlizete nejen sobé, ale Casto i ostatnim.
Ukazky:
Pozorovani: Vb € Z: 1|b.
Duikaz: Podle definice alb < Jc € Z: b = ac,
Pro a =1 stadi zvolit ¢ = b, protoze b=1-b.
Pozorovéni: (a= b) A (a' = b') = (aa’ = bb') (mod n).
Duikaz: Z definice kongruence nla — b, ¢ili 3c: a — b = cn.
Podobné 3c¢’: & — b' = ¢’n. Chceme 3d: aa’ — bb’ = dn.
aa' — bb' = aa — ab' +ab' — bb' = a(a — b')+ (a— b)b =
ac'n+ cnb’ = (ac’ + cb')n, &li aa’ — bb’ = dn pro d = ac’ + cb'.

Dalsi pozorovani zkuste sami doma nebo se zeptejte na cviCenich.



Dirichletliv princip

Mame m predméti a n prihradek, kde m > n.
Kazdy pfedmét dame do nékteré prihradky.
Pak v nékteré jsou alespon dva predméty.
Diakaz: Oznaéme x; pocet predméti v i-té
pfihradce. Pak x; +x + -+ -+ x, = m.
Kdyby v kazdé prihradce byl nejvys jeden
predmét, méli bychom x; +x+---+x, < n,
COZ je spor s nerovnosti n < m.

Proto pro alespon jedno i plati x; > 2. Johann Peter
Y yevs Gustav Lejeune

Struénéjsi formulace: Dirichlet

Pro kone¢né mnoziny A a B, kde |A| > |B|, 1805— 1859

neexistuje prosté zobrazeni f : A — B, kde
byt prosté znamena: x # y = f(x) # f(y).

angl. pigeonhole principle — princip holubniku; ptihradkovy princip


https://de.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet

