
Podḿıněná pravděpodobnost
. . . vyjaďruje změnu pravděpodobnosti, pokud se vyskytne nějaká
nová informace, která zúž́ı počet možnost́ı.

Nap̌ŕıklad, pravděpodobnost, že mezi 12 kartami je srdcová hláška
(král a svřsek) je

(30
10

)(32
12

)−1 = 30! 20! 12!
20! 10! 32! = 12·11

32·31 = 33
248

.= 13%

Pokud je mezi prvńımi pěti kartami srdcový král, pravděpodobnost
se zvýš́ı témě̌r na dvojnásobek

(26
6

)(27
7

)−1 = 26! 20! 7!
20! 6! 27! = 7

27
.= 26%

Definice: Podḿıněná pravděpodobnost jevu A za podḿınky B,
kde P[B] ̸= 0, je pravděpodobnost P[A|B] = P[A∩B]

P[B] .

Ukázka:
Pravděpodobnost hodu alespoň
9 (jev A) za podḿınky, že na
červené kostce je 5 (jev B) je
P[A|B] = P[A∩B]

P[B] =
3
36
6
36

= 1
2 .

A

B



Bayes̊uv vzorec
Věta o úplné pravděpodobnosti:
Jsou-li B1, . . . , Bk disjunktńı jevy pokrývaj́ıćı celé Ω, pak plat́ı
P[A] = P[A|B1]P[B1] + P[A|B2]P[B2] + · · · + P[A|Bk ]P[Bk ]

. . . jev A lze pokrýt pr̊uniky
A ∩ B1, . . . , A ∩ Bk , p̌ričemž
P[A ∩ Bi ] = P[A|Bi ]P[Bi ], i
P[A ∩ Bj ] = P[Bj |A]P[A]

B6

B5

B4

B3

B1

A

B2

Ukázka:
P[A] = 2

3 · 1
6 + 1

2 · 1
6 + 1

3 · 1
6 + 1

6 · 1
6 + 0 · 1

6 + 0 · 1
6 = 5

18

Důsledek (Bayes̊uv vzorec): Za stejných podḿınek plat́ı i

P[Bj |A] = P[A ∩ Bj ]
P[A] = P[A|Bj ]P[Bj ]

P[A] = P[A|Bj ]P[Bj ]
k∑

i=1
P[A|Bi ]P[Bi ]



Použit́ı Bayesova vzorce
. . . v́ıme, jak se nějaký test (jev A) chová na ově̌rených p̌ŕıpadech
(pravděpodobnosti P[A|Bi ]) a chceme usoudit, který p̌ŕıpad
(jev Bi) nejsṕı̌se nastal, když se test A zdǎŕı (čili P[Bi |A]).
Aplikace ve zdravotnictv́ı, testováńı kvality, umělé inteligenci apod.
Ukázka: Zkoumaná choroba postihuje 0,5 % populace (prevalence).
Jej́ı test ukáže pozitivńı výsledky u 99,9 % nemocných pacient̊u
(senzitivita), a negativńı u 99 % zdravých (specificita).∗

∗ Štěpán, Zvára: Pravděpodobnost a matematická statistika, Př́ıklad 2.7

S jakou pravděpodobnost́ı je pacient nemocný, má-li test pozitivńı?
S jakou pravděpodobnost́ı je pacient zdravý, má-li test negativńı?
Jevy: A — pacienti s pozitivńım testem, B — nemocńı pacienti,
P[A] = P[A|B]P[B] + P[A|B]P[B]

= 0,014 945
P[B|A] = P[A|B]P[B]

P[A]
.= 0,334 225

P[B|A] = P[A|B]P[B]
P[A]

.= 0,999 995

Bi P[Bi ] P[A|Bi ] P[A|Bi ]
B 0,005 0,999 0,001
B 0,995 0,01 0,99

nemocní

zdraví

B:

B:

A Apozitivní test

0,999 · 0,005 = 0,004 995

0,01 · 0,995 = 0,009 95

0,001 · 0,005 = 0,000 005

0,99 · 0,995 = 0,985 05

negativní test

P[B|A]

0,5 %

99,5 %

Pozitivńı výsledek testu
jen málo odpov́ıdá správné
diagnóze P[B|A] .= 33 %
protože jevy A ∩ B a A ∩ B
jsou podobně pravděpodobné.
Ovšem pro vyvráceńı diagnózy
je test dostatečně spolehlivý.
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Použit́ı Bayesova vzorce
. . . pro p̌ŕıpad v́ıce než jen dvou navzájem doplňkových jev̊u B a B

Ukázka: Ř́ıká se: ”Večerńı červánky věšt́ı pěkný den.“ Dejme tomu,
že polovina dńı je slunečných a červánky jim p̌redcházej́ı v 10 %.
Dvě pětiny jsou zatažené, jim p̌redcházej́ı červánky v 5 % p̌ŕıpadů.
Zbylé dny jsou deštivé, a po červánćıch nastanou jen v 1 %.
Do jaké ḿıry by šlo pranostice vě̌rit? (Data nejsou skutečná.∗)

∗ Červánky coby subjektivńı úkaz nepaťŕı mezi sledované meteorologické jevy.

Jevy: A — červánky, B1, B2, B3 — slunečno, zataženo, deštivo.
Pravděpodobnosti: P[A] = 1

2 · 1
10 + 2

5 · 1
20 + 1

10 · 1
100 = 71

1 000

P[Bi ] P[A|Bi ] P[Bi |A]
B1

1
2

1
10

1
2 · 1

10 · 1 000
71 = 50

71
.= 75 %

B2
2
5

1
20

2
5 · 1

20 · 1 000
71 = 20

71
.= 24 %

B3
1
10

1
100

1
10 · 1

100 · 1 000
71 = 1

71
.= 1 %

Odpověd’: Asi ve 3
4 p̌ŕıpadů by po červánćıch mělo být slunečno.



Nezávislé jevy
. . . výsledek jednoho jevu neovlivńı pravděpodobnosti ostatńıch.
Definice: Jevy A a B jsou nezávislé, pokud P[A ∩ B] = P[A]P[B].
. . . nezávislé A a B splňuj́ı: P[A|B] = P[A∩B]

P[B] = P[A]P[B]
P[B] = P[A].

Obecně, A1, A2, . . . , Ak jsou nezávislé, když
pro každou neprázdnou I ⊆ {1, . . . , k} plat́ı: P

[ ⋂
i∈I

Ai

]
=

∏
i∈I

P[Ai ].

Ukázka: Závislé jevy:
A ”součet je alespoň 9“ a
B ”na prvńı kostce padla 5“.

A

B

P[A ∩ B] = 3
36

̸= 5
108 = 5

18 · 1
6 = P[A]P[B]

Nezávislé jevy: C ”na červené
padlo v́ıc než na modré“ a
D ”na modré padlo 3 nebo 4“.

CD

P[C ∩ D] = 5
36

= 5
12 · 1

3 = P[C ]P[D]
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[ ⋂
i∈I

Ai

]
=

∏
i∈I

P[Ai ].

Ukázka: Jev
E ”na červené padlo 3 nebo 4“
je nezávislý na C i na D.
P[C ∩ E ] = 5

36 = P[C ]P[E ]
P[D ∩ E ] = 1

9 = P[D]P[E ]
Pozor! Nezávislost dvojic
nezaručuje nezávislost všech.
Všechny ťri nezávislé nejsou:
P[C ∩ D ∩ E ] = 1

36 ̸= 5
108

= 5
12 · 1

3 · 1
3 = P[C ]P[D]P[E ]
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Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravděpodobnost, že p̌ri ťrech hodech spravedlivou minćı

padla alespoň dvakrát panna, za podḿınky, že v prvńıch dvou
hodech padl nejvýše jeden orel, je:
a) 0, b) 1

6 , c) 1
4 , d) 3

8 , e) 1
3 , f) 1

2 , g) 2
3 , h) 5

8 , i) 3
4 , j) 5

6 , k) 1.
2. Pokud P[A|B] = P[B|A], potom plat́ı také: a) P[A] = 1,

b) P[A] = P[B], c) P[B] = 1, d) ani jedno z uvedených.
3. Pravda nebo lež? Pokud je pr̊unik jev̊u A, B a C prázdný, ale

každá dvojice má neprázdný pr̊unik, pak P[A|B ∩ C ] je nulová.
4. Pravda nebo lež?

Hod́ıme-li pětkrát minćı, pak jevy ”padl lichý počet orl̊u“
a ”v obou prvńıch dvou hodech padla panna“ jsou nezávislé.

5. Jsou-li jevy A a B závislé, pak plat́ı
a) P[A] > P[A|B], b) P[A] ̸= P[A|B], c) P[A] < P[A|B].



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Co by se stalo, kdyby ve větě o úplné pravděpodobnosti nebyly
jevy B1, . . . , Bk disjunktńı, ale p̌resto pokrývaly Ω?

▶ Je nějaká souvislost mezi množinovou inkluźı A ⊆ B a
(ne)závislost́ı těchto jev̊u?

▶ Dostali bychom ekvivalentńı definici nezávislosti, pokud
bychom podḿınku omezili jen na množinu {1, . . . , k} a
vynechali všechny jej́ı vlastńı podmnožiny I ⊊ {1, . . . , k}?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

U podḿıněné pravděpodobnosti se jevy B1, . . . , Bk ,
které se navzájem vylučuj́ı a vyčerpávaj́ı všechny možnosti,
nazývaj́ı hypotézy a pravděpodobnostem P[Bi ] se ř́ıká apriorńı.
Pravděpodobnosti, které berou v úvahu, že nastal jev A,
čili hledané P[Bi |A], se nazývaji aposteriorńı.


