
Rovinné grafy
. . . grafy, které se daj́ı nakreslit bez ǩŕıžeńı hran.

Maj́ı aplikace nap̌ŕıklad v:
▶ dopravě, p̌ri distribuci surovin,
▶ návrhu plošných spoj̊u,
▶ numerické matematice

— triangulace ploch . . .



Nakresleńı grafu
Nakresleńı grafu spoč́ıvá ve:
▶ Vyznačeńı vrchol̊u jako r̊uzné body roviny R2, a
▶ vyznačeńı hran pomoćı oblouk̊u spojuj́ıch p̌ŕıslušné vrcholy.

Oblouk je obraz prostého spojitého zobrazeńı ⟨0, 1⟩ → R2.
▶ Pokud se hrany v nakresleńı neǩŕıž́ı, nazývá se rovinné.

Definice: Graf nazveme rovinný, pokud má rovinné nakresleńı.

Ukázka:

Graf K4
je rovinný, protože ho lze
nakreslit bez ǩŕıžeńı hran:

Definice: Stěny rovinného nakresleńı jsou souvislé části roviny
ohraničené hranami nakresleńı.

Ukázka: Nakresleńı K4 má 4 stěny.
Jedna je vněǰśı — neomezená.



Eulerova formule

Věta: Pro každé rovinné nakresleńı
souvislého grafu s množinou stěn F
plat́ı: |V | − |E | + |F | = 2

Idea důkazu: Indukćı podle počtu stěn.
▶ Nakresleńı kružnice rozděĺı rovinu na dvě části.
▶ Souvislé grafy bez kružnic, čili stromy, maj́ı jen jednu stěnu.
▶ Stromy splňuj́ı výchoźı p̌ŕıpad indukce: |V | − |E | = 1 = 2 − |F |
▶ Přidáńım hrany do stěny vzroste počet hran i stěn o 1,

čili rozd́ıl |F | − |E | na levé straně vztahu se nezměńı.



Meze na počet hran rovinných graf̊u

Pozorováńı: Každá stěna má alespoň ťri hrany, proto
|F | ≤ 2|E |

3 ⇒ |V | − |E | + 2|E |
3 ≥ 2 ⇒ |E | ≤ 3|V | − 6.

Pro K5 máme: |V | = 5, |E | = 10, ale 10 > 3 · 5 − 6.

Pozorováńı: Má-li každá stěna alespoň čty̌ri hrany,
pak |F | ≤ 2|E |

4 ⇒ |V | − |E | + |E |
2 ≥ 2 ⇒ |E | ≤ 2|V | − 4.

Pro K3,3 máme: |V | = 6, |E | = 9, ale 9 > 2 · 6 − 4.



Kuratowského věta
Definice: Pokud v grafu nahrad́ıme libovolné hrany
cestami délky alespoň 1, dostaneme jeho děleńı.

Pozorováńı: Děleńı grafu G je rovinné právě když je rovinný G .

Věta: Graf je rovinný, právě když neobsahuje děleńı K5 ani K3,3.



Platónská tělesa

Pravidelné mnohostěny, kde všechny vrcholy maj́ı stejný stupeň d
a všechny stěny tvǒŕı stejný pravidelný k-úhelńık.
Zřejmě d , k ≥ 3 a dále

|V | = 2|E |
d , |F | = 2|E |

k

Dosazeńı do Eulerova
vzorce dává:
2|E |

d − |E | + 2|E |
k = 2 ⇒

1
d + 1

k > 1
d + 1

k − 1
|E | = 1

2

Odtud d , k ≤ 5.
Rozbor p̌ŕıpadů vede na existenci jen pěti platónských těles:

čty̌rstěn, krychle, osmistěn, dvanáctistěn a dvacetistěn.
d 3 3 4 3 5
k 3 4 3 5 3



Kv́ız

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Graf na 10 vrcholech s 15 hranami

a) je vždy rovinný, b) může, ale ani nemuśı být rovinný,
c) je vždy nerovinný, d) žádný takový neexistuje.

2. Pravda nebo lež?
Přidáme-li ke stromu ťri hrany, dostaneme vždy rovinný graf.

3. Kolik stěn může ḿıt 4-regulárńı rovinný graf na 18 vrcholech?
a) 17, b) 18, c) 19, d) 20, e) 21, f) 22, g) 23, h) neexistuje.

4. Pravda nebo lež?
Pokud má bipartitńı rovinný graf na n vrcholech 2n − 4 hran,
potom je každá stěna v rovinném nakresleńı ohraničena C4.

5. Které z platónských těles má nejv́ıce hran? a) čty̌rstěn,
b) krychle, c) osmistěn, d) dvanáctistěn, e) dvacetistěn.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Může ḿıt tentýž graf dvě r̊uzná nakresleńı,
která se lǐśı velikostmi stěn?

▶ Může ḿıt tentýž graf dvě r̊uzná nakresleńı,
která se lǐśı počtem stěn?

▶ Jak lze zobecnit Euler̊uv vztah pro nesouvislé grafy?
▶ Jaký nejvyš̌śı počet hran může ḿıt graf na n vrcholech,

pokud všechny stěny maj́ı alespoň 5 vrchol̊u?
▶ Může existovat konečný rovinný graf takový,

že všechny jeho vrcholy maj́ı stupeň alespoň 6?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Fakt, že uzav̌rená neprot́ınaj́ıćı se ǩrivka, tzv.
topologická kružnice, děĺı rovinu na dvě části je
netriviálńı věta pojmenovaná po C. Jordanovi.
Je podstatné, že jde o rovinu, nap̌r. na toru neplat́ı.

K. Kuratowski publikoval svou větu o
charakterizaci rovinných graf̊u r. 1930.

Větu dokázali i L. S. Pontrjagin (1927),
O. Frink a P. Smith (1930).

Pro rozpoznáńı rovinných graf̊u existuj́ı
efektivńı algoritmy.

Kazimierz Kuratowski
1896 – 1980


