
Souvislost a cesty v grafech

. . . určuj́ı, zdali se z jednoho vrchol̊u dá po několika hranách
dostat do jiného vrcholu, p̌ŕıpadně jak.
▶ zdali jsou dvě města spojena silnićı 1. ťŕıdy
▶ kolik p̌restupů je ťreba provést na cestě mezi dvěma městy
▶ zdali jsou v sociálńıch śıt́ıch izolované ”bubliny“
▶ jak naplánovat cestu po památkách, nákupech, . . .

Připomenut́ı:
Cesta Pn na vrcholech v1, . . . , vn má hrany (v1, v2), . . . , (vn−1, vn).
Definice: Délka cesty se mě̌ŕı počtem hran,
čili cesta délky n je Pn+1 a nikoli Pn.



Cesty, tahy, sledy
. . . r̊uzné možnosti p̌rechodu mezi dvěma vrcholy.

Definice: Cesta v grafu G je jeho podgraf, který je izomorfńı cestě.
Jinými slovy, je to posloupnost v1, . . . , vn r̊uzných vrchol̊u z G
vybraných tak, že (v1, v2), . . . , (vn−1, vn) jsou v G hrany.
Pozorováńı: Cesta má r̊uzné vrcholy, proto se jej́ı hrany neopakuj́ı.

Definice: Tah v grafu G je posloupnost v1, . . . , vn vrchol̊u z G
vybraných tak, že (v1, v2), . . . , (vn−1, vn) jsou v G r̊uzné hrany.
. . . v tahu se hrany neopakuj́ı, vrcholy se mohou opakovat.

Definice: Sled v grafu G je posloupnost v1, . . . , vn vrchol̊u z G
vybraných tak, že (v1, v2), . . . , (vn−1, vn) jsou v G hrany.
. . . ve sledu se mohou opakovat vrcholy i hrany.

Pozorováńı: Každá cesta je zároveň i tahem; každý tah je i sled.
Podobně jako u cest je délka tahu či sledu dána počtem hran.



Ukázka cesty

Kůrovec

mapa xcountry.cz 

U Špalku

Černá Smědá

Kasárenská
Pařízkův kříž

Jezdecká c.

Pitelkův p.Blatný r.

E : udržované jizerskohorské lyžǎrské stopy, V : ǩrižovatky a zastaveńı
Malińık, Vládńı, U Nové Louky, Nová Louka, Blatný rybńık, Pod Kristiánovem, Pitelk̊uv pomńıček, Josef̊uv Důl

— vrcholy a tud́ıž ani hrany se neopakuj́ı
— délka cesty je 7 (hran), ve skutečnosti asi 9 km



Ukázka tahu

Kůrovec

mapa xcountry.cz 

U Špalku

Černá Smědá

Kasárenská
Pařízkův kříž

Jezdecká c.

Pitelkův p.Blatný r.

Beďrichov, U Buku, U Nové Louky, Nová Louka, Blatný rybńık, Pod Kristiánovem, Kristiánov, Na Čihadle,
U Knejpy, Knajpa, Kasárenská, U Studánky, Kůrovec, Jezdecká cesta, Promenádńı, Jizerka, Mǒrina, Promenádńı,
Kiosek, Černá Smědá, U Špalku, Předěl, Na Ṕısčinách, Pod Paličńıkem, Předěl, Černá Smědá, Smědava,
Knajpa, Na Čihadle, Štolpǐsská, Na Žd’árku, Krásná Má̌ŕı, Točna, Hřeb́ınek, Gregor̊uv Kř́ıž, Nová Louka

— vrcholy se mohou opakovat, nap̌r. Knajpa, Předěl, hrany nikoli



Ukázka sledu

Kůrovec

mapa xcountry.cz 

U Špalku

Černá Smědá

Kasárenská
Pařízkův kříž

Jezdecká c.

Pitelkův p.Blatný r.

Pod Václav́ıkovou studánkou, Sedlo pod Zámky, Jezdecká cesta, Souš, ǩŕıž Jiránka a Kosinové, U Studánky,
Kasárenská, Protržená p̌rehrada, Mariánskohorské boudy, Pǎŕızk̊uv ǩŕıž, Peklo, Pǎŕızk̊uv ǩŕıž, U Knejpy,
Knajpa, Kasárenská, U Studánky, Kůrovec, Jezdecká cesta, Promenádńı, Mǒrina, Pod Václav́ıkovou studánkou

— vrcholy i hrany se mohou opakovat, nap̌r. (Pǎŕızk̊uv ǩŕıž, Peklo)



Souvislé grafy
. . . po hranách lze p̌rej́ıt z libovolného vrcholu do všech ostatńıch.
Pozorováńı: Spojuje-li dva vrcholy sled, pak jsou spojené i cestou.
. . . vynecháńı úseku mezi opakovanými výskyty téhož vrcholu
zkrát́ı sled. Nelze-li už sled takto zkrátit, jde o cestu.
Ukázka: Ve sledu m, r , a, m, o, r , o, v , a, n, y se opakuje nap̌r. m.
Vynecháńım úseku m, r , a, m dostaneme sled m, o, r , o, v , a, n, y .
V daľśı iteraci jej zkrát́ıme na tah m, o, v , a, n, y . Postupů je v́ıce,
nap̌r. vynecháńı a, m, o, r , o, v , a vede rovnou na tah m, r , a, n, y .

m
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o v

n y

Definice: Graf je souvislý, pokud mezi každými jeho dvěma vrcholy
vede cesta; v opačném p̌ŕıpadě je nesouvislý.
Ukázky: Graf jizerskohorských stop je souvislý.
Mějme graf G , jehož vrcholy V tvǒŕı pole
šachovnice, a hrany odpov́ıdaj́ı možným tahům
sťrelce; nap̌r. (c4, f1) ∈ E . Tento graf tahů
sťrelce je nesouvislý, protože sťrelec nemůže
p̌rej́ıt ze světlého pole na tmavé.
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Komponenty souvislosti
. . . odpov́ıdaj́ı rozštěpeńı grafu na oddělené části.
Pozorováńı: Relace ∼ na V definovaná p̌redpisem:
u ∼ v , právě když mezi u a v vede cesta, je ekvivalence.

∼ je reflexivńı: cesta nulové délky z u do u, dává u ∼ u.
∼ je symetrická: cestu z u do v , lze proj́ıt opačně z v do u.
∼ je tranzitivńı: žretězeńı cesty z u do v s cestou z v do w je

sled z u do w . Z nej lze vybrat cestu z u do w .
Definice: Tř́ıdy ekvivalence ∼ se nazývaj́ı
komponenty souvislosti.
Ukázky: Graf tahů sťrelce má dvě komponenty.
Jednu tvǒŕı světlá pole a druhou tmavá pole.
Komponenty grafu na hvězdné mapě jsou
souhvězd́ı, izolované hvězdy, planety a galaxie.

Pozorováńı: Souvislé grafy maj́ı jen jednu komponentu souvislosti.



Matice sousednosti
. . . již známý způsob reprezentace grafu coby relace.
Definice: Matice sousednosti grafu G na vrcholech v1, . . . , vn

je matice A ∈ Rn×n taková, že aij =
{

1 pokud (vi , vj) ∈ E ,
0 pokud (vi , vj) /∈ E .

Ukázka:
v1

v2 v3

v4 v5

A =


0 1 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 0

 A2 =


2 1 1 0 0
1 4 3 2 2
1 3 4 2 2
0 2 2 3 2
0 2 2 2 3


Pozorováńı: Druhá mocnina matice sousednosti A2 grafu G má na
pozici (A2)ij počet společných sousedů vrchol̊u vi a vj , neboli
počet sledů délky 2 z vi do vj . Volba i = j dává (A2)ii = deg(vi).

Důkaz: Ve vzorci pro součin (A2)ij =
n∑

k=1
aikakj jsou oba činitelé

rovny 1, právě když je vk soused́ı s vi i s vj ; jinak je součin roven 0.

Důsledek: Pro k ∈ N má k-tá mocnina matice sousednosti Ak

grafu G má na pozici (Ak)ij počet sledů délky k z vi do vj .
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počet sledů délky 2 z vi do vj . Volba i = j dává (A2)ii = deg(vi).
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Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Pravda nebo lež?

Z každého sledu lze vybrat tah.
2. Kolik komponent souvislosti má graf na vrcholech

V = {1, 9, 11, 15, 64, 75, 77, 101, 125, 128, 225, 1 001, 1 024},
kde hrany tvǒŕı soudělné dvojice: E = {(u, v) :nsd(u, v) > 1}?
a) 1, b) 2, c) 3, d) 4, e) 5, f) 6, g) 7, h) 13.

3. Kolik komponent může ḿıt graf na 10 vrcholech se 7 hranami?
a) 1, b) 2, c) 3, d) 4, e) 5, f) 6, g) 7, h) 8, i) 9, j) 10.

4. Počet trojúhelńık̊u (podgraf̊u izomorfńıch C3) v libovolném
grafu G s matićı sousednosti A je roven výrazu:

a)
n∑

i=1

n∑
j=1

(aij)3, b)
( n∑

i=1
aii

)3
, c)

n∑
i=1

n∑
j=1

(A3)ij , d)
n∑

i=1
(A3)ii .



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Má každý souvislý graf cestu, která projde všemi vrcholy?
Má každý souvislý graf tah, který projde všemi hranami?
Má každý souvislý graf sled, který projde všemi hranami?

▶ Kolik nejv́ıce hran může ḿıt graf na n vrcholech
s k komponentami souvislosti?

▶ Jaké grafové operaci odpov́ıdá součet matic sousednosti?
▶ Jak souviśı nenulovost prvk̊u v mocninách matice sousednosti

grafu s určeńım jeho komponent souvislosti?
Plat́ı nap̌ŕıklad, že pro dost velké k je (Ak)ij ̸= 0 ⇔ vi ∼ vj?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Anglické názvoslov́ı:
cesta — path, tah — trail, sled — walk,
matice sousednosti — adjacency matrix,
souvislý graf — connected graph.

Pozor na p̌ŕıbuzný, ale odlǐsný koncept matice incidence

I ∈ R|V |×|E |, dané p̌redpisem: (I)ij =
{

1 pokud vi ∈ ej

0 pokud vi /∈ ej


