
Počet podmnožin

Věta: Konečná množina X mohutnosti n,
má 2n r̊uzných podmnožin, neboli |P(X )| = 2|X |.

{a, c, d}

∅

{a} {b} {c} {d}

{b, d} {c, d}{a, d}

{b, c, d}{a, b, d}

{a, b, c, d}

{a, b} {b, c}{a, c}

{a, b, c}

Důkaz 1: Indukćı podle n. Prázdná množina má 1 podmnožinu: ∅.
Indukčńı krok: Označme n-tý prvek symbolem x . Pak každou
podmnožinu A na zbývaj́ıćıch n − 1 prvćıch lze bud’ ponechat nebo
rozš́ı̌rit na A ∪ x . Počet možných podmnožin se vždy zdvojnásob́ı.

Definice: Charakteristická funkce podmnožiny A množiny X je
zobrazeńı χA : X → {0, 1} dané p̌redpisem:

χA(x) =
{

1 pro x ∈ A
0 pro x /∈ A

Ukázka:
pro A = {a, c} ⊆
{a, b, c, d} = X

χ{a,c}a
b
c
d

1
0

Důkaz 2: Každá charakteristická funkce χA jednoznačně určuje A.
Počet podmnožin je roven počtu charakteristických funkćı, čili 2n.
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Počet podmnožin dané velikosti

Věta: Pro každou n-prvkovou množinu X a k ∈ {0, . . . , n} plat́ı,
že X má n!

(n−k)!k! podmnožin velikosti k.

Definice: Č́ıslo n!
(n−k)!k! je tzv. binomický koeficient a znač́ı se

(n
k
)
.

Ukázka:

{a, c, d}

∅

{a}

{b} {c}

{d}

{b, d} {c, d}

{a, d}

{b, c, d}

{a, b, d}

{a, b, c, d}

{a, b}

{b, c}

{a, c}

{a, b, c}

(
4
0

)
= 4!

4! · 0! = 24
24 · 1 = 1

(
4
1

)
= 4!

3! · 1! = 24
6 · 1 = 4

(
4
2

)
= 4!

2! · 2! = 24
2 · 2 = 6

(
4
3

)
= 4!

1! · 3! = 24
1 · 6 = 4

(
4
4

)
= 4!

0! · 4! = 24
1 · 24 = 1

Binomická věta: Pro n ∈ N plat́ı:

(1 + x)n =
(

n
0

)
x0 +

(
n
1

)
x1 + · · · +

(
n
n

)
xn =

n∑
k=0

(
n
k

)
xk

Důkaz: Rozeṕı̌seme (1 + x)n = (1 + x)(1 + x) · · · (1 + x)︸ ︷︷ ︸
n×

.

Člen xk lze p̌ri roznásobeńı źıskat tak, že z k dvoučlenů (1 + x)
zvoĺıme x a z ostatńıch n − k dvoučlenů zvoĺıme 1. Koeficient

(n
k
)

je počet možnost́ı, kolikrát lze z n-prvkové množiny dvoučlenů
vybrat k-prvkovou podmnožinu (tj. dvoučleny, z nichž voĺıme x).
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Důkaz: Prvky podmnožiny uspǒrádáme jakkoli od prvńıho ke
k-tému. Dostáváme prosté zobrazeńı z {1, . . . , k} do X .
(podmnožina tvǒŕı množinu obraz̊u zobrazeńı). Možných zobrazeńı
je n!

(n−k)! a rozd́ılné množiny určuj́ı r̊uzná zobrazeńı (nikoli naopak).
Nap̌r. {a, c} dává dvě zobrazeńı 1 → a, 2 → c a 1 → c, 2 → a.
Podmnožina velikosti k má k! r̊uzných uspǒrádáńı svých prvk̊u,
čili jedné podmnožině odpov́ıdá k! r̊uzných prostých zobrazeńı.
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k
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Důkaz: Rozeṕı̌seme (1 + x)n = (1 + x)(1 + x) · · · (1 + x)︸ ︷︷ ︸
n×

.
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Vlastnosti binomických koeficient̊u
Pascal̊uv trojúhelńık je uspǒrádáńı binomických koeficient̊u:

1 =
(0

0
)

1
1 =

(1
0
)

1 =
(1

1
)

1 + 1x
1 =

(2
0
)

2 =
(2

1
)

1 =
(2

2
)

1 + 2x + 1x2

1 =
(3

0
)

3 =
(3

1
)

3 =
(3

2
)

1 =
(3

3
)

1 + 3x + 3x2 + 1x3

1 =
(4

0
)

4 =
(4

1
)

6 =
(4

2
)

4 =
(4

3
)

1 =
(4

4
)

1 + 4x + 6x2 + 4x3 + 1x4

Pozorováńı:
▶
(n

k
)

=
( n

n−k
)

. . . každá množina má jednoznačný doplněk.

▶
n∑

k=0

(n
k
)

= 2n . . . odpov́ıdá počtu všech podmnožin.

Alternativně, dosazeńım x = 1 do binomické věty.
▶
(n−1

k−1
)

+
(n−1

k
)

=
(n

k
)

. . . viz výpočet v Pascalově trojúhelńıku.

Důkaz: Zvoĺıme jakékoli x ∈ X . Podmnožiny X o k prvćıch lze
rozdělit na

(n−1
k−1
)

podmnožin, co obsahuj́ı x , a na
(n−1

k
)

bez x .



Výběry s opakováńım a bez opakováńı
Podobně zněj́ıćı úlohy: Kolika způsoby lze rozdělit mezi 5 dět́ı
▶ 3 ťrešně, každé může ḿıt nejvýše jednu?
▶ 7 malin, čili některé jich dostane i v́ıc než jednu?

Prvńı úloha odpov́ıdá výběru ťŕıprvkové podmnožiny dět́ı,
tj. těch, které dostanou ťrešně. To lze provést

(5
3
)

= 10 způsoby.
Jiný pohled: poč́ıtáme rozklady 3 = a1 + · · · + a5, kde ai ∈ {0, 1}.

Ve druhé rozkládáme 7 = a1 + · · · + a5 bez daľśıch podḿınek.
Každý rozklad, nap̌r. 0 + 4 + 1 + 0 + 2 lze zapsat v unárńı
soustavě, čili +IIII+I++II. Prázdná pozice na kraji a mezi dvěma
sousedńımi ++ odpov́ıdaj́ı nulovému sč́ıtanci.
Jde o řetězce délky 11 se sedmi symboly I a čty̌rmi symboly +.
Takových posloupnost́ı, a tedy i rozděleńı malin je

(11
7
)

= 330.

Důsledek: Počet výběr̊u k prvk̊u z n-prvkové množiny je(n
k
)

pro výběry bez opakováńı, a
(n+k−1

k
)

pro výběry s opakováńım.



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Čeho je nejv́ıce? a) permutaćı na pěti prvćıch,

b) ťŕıprvkových podmnožin desetiprvkové množiny,
c) charakteristických funkćı na šestiprvkové množině,
d) prostých zobrazeńı z čty̌rprvkové množiny do pětiprvkové.

2. Pravda nebo lež? Sedmiprvkových podmnožin desetiprvkové
množiny je stejně jako ťŕıprvkových a v́ıc než šestiprvkových.

3. Součin charakteristických funkćı χAχB definovaný po složkách
vztahem (χAχB)(x) = χA(x)χB(x) je a) nulová funkce,
b) χA∪B (tj. ch. funkce sjednoceńı), c) χA∩B (tj. pr̊uniku).

4. Pravda nebo lež? Součet č́ısel ve ťrech po sobě jdoućıch
řádćıch Pascalova trojúhelńıku je vždy dělitelný sedmi.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Kolik má konečná množina podmnožin sudé mohutnosti?
▶ Jak souviśı Pascal̊uv trojúhelńık s počtem nejkraťśıch cest

mezi dvěma protilehlými body mř́ıžky m × n?

Otázky z úvodu o možnostech vyhodnoceńı databázových dotaz̊u
(i počtu jistých turnaj̊u) souvisej́ı s tzv. Catalanovými č́ısly. Ty též
udávaj́ı počet cest ve čtvercové mř́ıžce neklesaj́ıćıch pod diagonálu.



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Binomický koeficient se často nazývá kombinačńı č́ıslo
(též ”kombinace bez opakováńı“).

Množina k-prvkových podmnožin množiny X se může značit
(X

k
)
.

Multinomický koeficient
( n

k1,...,kl

)
= n!

k1!···kl ! pro k1 + · · · + kl = n
je roven počtu rozděleńı n-prvkové množiny na nep̌rekrývaj́ıćı se
množiny o velikostech k1, . . . , kl . Jde též o koeficient u členu
xk1

1 · · · xkl
l v roznásobeńı mnohočlenu (x1 + · · · + xl)n.


