
Kombinatorické poč́ıtáńı

. . . úlohy vedoućı na určeńı počtu, nap̌ŕıklad:

▶ Kolik je r̊uzných registračńıch značek aut?
▶ Kolik je r̊uzných cest mezi dvěma městy?
▶ Kolik je možných pozic ve ȟre šachy?
▶ Kolik je substitučńıch šifer?
▶ Kolik je r̊uzných možnost́ı,

jak naplánovat turnaj?
▶ Kolik je r̊uzných IP adres?
▶ Kolik je r̊uzných způsobů, jak vyhodnotit dotaz v databáźıch?

Často jde o konečné množiny matematických objekt̊u, nap̌r. prvk̊u,
dvojic, množin či relaćı, někdy vymezené daľśımi podḿınkami,
nap̌r. součty, nerovnostmi a podobně.



Počet dvojic
Definice: Počet prvk̊u konečné množiny X
nazýváme mohutnost X a znač́ıme ji |X |.
Pozorováńı: Maj́ı-li konečné množiny X a Y mohutnosti n a m,
potom jejich kartézský součin X × Y má mohutnost nm.
. . . X × Y je množina dvojic, prvńı prvek má n možnost́ı, druhý m.
. . . jde též o mohutnost univerzálńı relace (tj. velikost jej́ı tabulky).
Ukázka: Má-li si 200 student̊u zapsat 5 p̌rednášek, dostaneme
200 · 5 = 1 000 záznamů (p, s) o zápisu p̌rednášky p studentem s.
Důsledek: Počet uspǒrádaných trojic prvk̊u vybraných z n-prvkové
množiny X je n3 a obecně je počet uspǒrádaných k-tic roven nk .
. . . pro trojice jde o mohutnost kartézského součinu X × X × X
a pro k-tice nk = | X × X × · · · × X︸ ︷︷ ︸

k-krát

|

Ukázka: IP adresu tvǒŕı uspǒrádaná čtvěrice č́ısel v rozsahu
0 – 255, proto r̊uzných IP adres je 2564 = 4 294 967 296.



Počet zobrazeńı
Věta: Maj́ı-li konečné množiny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje mn r̊uzných zobrazeńı f : X → Y .

Důkaz: Pokud si označ́ıme X = {x1, . . . , xn}, potom každé
zobrazeńı f odpov́ıdá jednoznačně uspǒrádáné n-tici prvk̊u z Y ,
jmenovitě (f (x1), f (x2), . . . , f (xn)) a počet těchto n-tic je mn.
Jde o bijekci mezi množinou všech zobrazeńı, tj. {f : X → Y } a
množinou všech možných n-tic prvk̊u z Y , tj. Y × Y × · · · × Y︸ ︷︷ ︸

n-krát

.
Jiný pohled: X Y

... ...

x1x2

xn

f

m prvků
m možností pro
m možností pro
m možností pro
...n× f (x1)

f (x2)

f (xn)
Ukázka: Pokud 5 dětem rozdáváme po jednom kusu
ze čty̌r možných druhů ovoce (jablko, hruška, meruňka a švestka),
lze to provést 45 = 4 · 4 · · · 4︸ ︷︷ ︸

5×

= 1 024 způsoby.



Počet prostých zobrazeńı
Věta: Maj́ı-li konečné množiny X a Y mohutnosti n a m,
potom existuje m(m − 1)(m − 2) · · · (m − n + 1)
r̊uzných prostých zobrazeńı f : X → Y .
. . . pro n > m je jeden činitel nulový a žádné prosté f neexistuje.
Důkaz: X Y

... ...

x1x2

xn

f
m možností pro

m − 1 možností pro
m − n + 1 možností pro

m prvkůf (x1)
f (x2)

f (xn)

...

Ukázka: Pokud si 5 dět́ı vybere po jedné z 8 r̊uzných hraček,
mohou si je vybrat 8 · 7 · 6 · 5 · 4 = 6 720 způsoby.

Definice: Součin 1 · 2 · · · n =
n∏

i=1
i zveme n faktoriál a znač́ıme n!.

. . . počet prostých zobrazeńı pak lze vyjáďrit:
m(m − 1)(m − 2) · · · (m − n + 1) = m!

(m − n)!
Poznámka: 0! = 1 (odpov́ıdá prázdnému součinu).



Počet permutaćı
Definice: Vzájemně jednoznačné zobrazeńı
na konečné množině se nazývá permutace.
. . . odpov́ıdá lineárńımu uspǒrádáńı prvk̊u množiny.
Důsledek: Na n-prvkové množině je n! r̊uzných permutaćı.
Ukázka: Na 26 ṕısmenech je 26! r̊uzných substitučńıch šifer.
Otázka: Jak rychle roste faktoriál? Př́ımočarý odhad: n! ≤ nn

(n!)2 = (1 · · · n)(1 · · · n) =
n∏

k=1
k(n − k) ⇒ n! =

√
n∏

k=1
k(n − k)

Z nerovnost́ı n ≤ k(n − k) ≤
(n+1

2
)2 plyne nn/2 ≤ n! ≤

(n+1
2

)n.
Přesněǰśı odhad dává tzv. Stirlingova formule: n! ≃

√
2πn

(n
e
)n.

2626 = 6 156 119 580 207 157 310 796 674 288 400 203 776
.= 6, 16 · 1036(

27
2

)26 .= 244 724 799 219 677 718 672 625 240 694,124
.= 2, 45 · 1029

26! = 403 291 461 126 605 635 584 000 000
.= 4, 03 · 1026

√
52π

(
26
e

)26 .= 402 000 993 060 954 024 530 328 458,902
.= 4, 02 · 1026

2613 = 2 481 152 873 203 736 576
.= 2, 48 · 1018



Kv́ız — řešeńı

Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.
1. Kolik je možnost́ı, jak lze obarvit čty̌ri plaňky plotu šesti

barvami? Každá plaňka má být jednobarevná.
a) 24 b) 360 c) 720 d) 1 296 e) 4 096 f) 17 280

2. A kolik je možnost́ı obarveńı plotu, pokud nav́ıc chceme, aby
plaňky měly r̊uzné barvy?
a) 24 b) 360 c) 720 d) 1 296 e) 4 096 f) 17 280

3. Kolika způsoby lze na šachovnici 8 × 8 postavit dvě věže
r̊uzných barev, aby se navzájem neohrožovaly?
a) 32 · 49, b)

(64
2

)
, c) 64 · 49, d) 2

(64
2

)
, e) 562, f) 64 · 63,

4. Pravda nebo lež?
Počet zobrazeńı z množiny A ∪ B do množiny C nep̌resahuje
součet počtu zobrazeńı z A do C a počtu zobrazeńı z B do C .



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Jaká je souvislost mezi asociativitou součinu a počtem k-tic?
▶ Jak lze kombinatoricky vysvětlit pod́ıl ve výrazu pro počet

prostých zobrazeńı?
▶ Jak se měńı počet zobrazeńı vzhledem ke skládáńı,

p̌ŕıpadně provedeńım množinových operaćı na nosných
množinách?

▶ Z čeho plynou nerovnosti použité p̌ri odhadu faktoriálu?
(Jedna je tzv. AG nerovnost.)



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Pojem ”permutace“ někdy označuje počet permutaćı
(coby vzájemně jednoznačných zobrazeńı).

Počtu zobrazeńı se také ř́ıká ”variace“, p̌ričemž

”variace s opakováńım“ zahrnuj́ı všechna zobrazeńı
a ”variace bez opakováńı“ jen prostá.


