
Částečné uspǒrádáńı
. . . je druhem relace, která vyjdǎruje porovnáńı.
Některé dvojice prvk̊u mohou být neporovnatelné.

Ukázky
▶ vztah ”být p̌redkem“ na množině osob
▶ hierarchie uzemńıch samospráv na kraj́ıch, okresech a obćıch,
▶ sěrazeńı slov ve slovńıku,
▶ v plánováńı vztah ”muśı být provedeno p̌red“
▶ neostré porovnáńı k-tic p̌rirozených č́ısel ve všech složkách.

Značeńı: Podobnými symboly jako uspǒrádáńı č́ısel ≤, nap̌r. ⊆, ⪯.

Definice: (Částečné) uspǒrádáńı ⪯ na množině X je relace
▶ reflexivńı: ∀x ∈ X : x ⪯ x . . . každé x je v ⪯ samo se sebou
▶ antisymetrická: (x ⪯ y ∧ y ⪯ x) ⇒ x = y

. . . vztah nikdy neńı ”oboustranný“, nemá symetrický pár
▶ tranzitivńı x ⪯ y ∧ y ⪯ z ⇒ x ⪯ z . . . vztah se ”p̌renáš́ı dál“



Ukázky částečných uspǒrádáńı
Uspǒrádáńı je reflexivńı, antisymetrická a tranzitivńı relace.
Může obsahovat i neporovnatelné dvojice: x ̸⪯ y ∧ y ̸⪯ x .
▶ Relace ”být p̌redkem“ na množině Lucemburk̊u:

Prvky v a z jsou neporovnatelné.
Hasse̊uv diagram: z grafu relace na
X vynecháme smyčky a hrany, které
lze odvodit z tranzitivity (̌sedé), a
zbylé hrany vedeme směrem vzhůru.
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▶ Uspǒrádáńı dělitelnost́ı
na množině {1, . . . , 6}:
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▶ Lexikografické (slovńıkové)
uspǒrádáńı ≤Lex posloupnost́ı:
(a1, . . . , an) ≤Lex (b1, . . . , bm) ⇔
∃k ≥ 0 : (a1, . . . , ak) = (b1, . . . , bk) ∧ (k = n ∨ ak+1 < bk+1)
Nap̌r.: kánoe ≤Lex kolo ≤Lex lod’ ≤Lex vlak ≤Lex vlaky



Uspǒrádáńı inkluźı ⊆
Uspǒrádáńı ”být podmnožinou“ na P({a, b, c, d}):

{a, c, d}

∅

{a} {b} {c} {d}

{b, d} {c, d}{a, d}

{b, c, d}{a, b, d}
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{a, b} {b, c}{a, c}
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{b, c, d}
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{a, b}

{b, c}

{a, c}

{a, b, c}



Uspǒrádáńı inkluźı ⊆, jiný diagram téhož uspǒrádáńı
Uspǒrádáńı ”být podmnožinou“ na P({a, b, c, d}):

{a, c, d}

∅

{a}

{b} {c}

{d}

{b, d} {c, d}

{a, d}

{b, c, d}

{a, b, d}

{a, b, c, d}

{a, b}

{b, c}

{a, c}

{a, b, c}



Lineárńı uspǒrádáńı
Definice: Prvky x a y jsou v ⪯ porovnatelné, pokud x ⪯ y ∨ y ⪯ x .
Definice: Lineárńı uspǒrádáńı má každé dva prvky porovnatelné.
Ukázky lineárńıch (též tzv. úplných) uspǒrádáńı:
▶ Uspǒrádáńı č́ısel: ≤ na N, Z, Q nebo R (nikoli na C!),
▶ Lexikografické uspǒrádáńı ≤Lex.

Věta: Každé částečné uspǒrádáńı na konečné množině
lze rozš́ı̌rit na lineárńı uspǒrádáńı (doplněńım dvojic do relace).
Postup: Dokud jsou v uspǒrádáńı nějaké prvky x a y
neporovnatelné, doplńıme do relace nap̌r. dvojici x ⪯ y
a všechny následné vztahy vyplývaj́ıćı z tranzitivity.
Ukázka:
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Význačné prvky uspǒrádáńı — extrémy
Definice: Nejvěťśı prvek uspǒrádáńı (⪯, X ) je x ∈ X splňuj́ıćı
∀y ∈ X : y ⪯ x . . . . všechny prvky X jsou ”menš́ı nebo rovny“ x .
Podobně, x je nejmenš́ı prvek (⪯, X ), pokud ∀y ∈ X : x ⪯ y .
Definice: Maximálńı prvek uspǒrádáńı (⪯, X ) je x ∈ X splňuj́ıćı
∀y ∈ X : x ⪯ y ⇒ x = y . . . . žádný jiný prvek neńı ”věťśı než“ x .
Též x je minimálńı prvek (⪯, X ), pokud ∀y ∈ X : y ⪯ x ⇒ x = y .
Ukázka:
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Uspořádání nemá žádný největší prvek.
Maximální prvky jsou 4, 5 a 6.
Prvek 1 je nejmenší a jediný minimální.

Uspořádání dělitelností | na {1, ... , 6}

Pozorováńı:
▶ Nejvěťśı může být nejvýše jeden, maximálńıch může být v́ıce.
▶ Existuje-li nejvěťśı prvek, je zároveň jediný maximálńı.
▶ Maximálńı prvky jsou navzájem neporovnatelné.
▶ Konečné uspǒrádáńı má alespoň jeden maximálńı prvek.

. . . analogicky pro nejmenš́ı a minimálńı prvky.



Ukázky — linearita uspǒrádáńı a existence extrémů
lineárńı nejvěťśı nejmenš́ı maxim. minim.

≤ na {1, . . . , 6} ✔ ✔ ✔ ✔ ✔

≤ na Z+ ✔ ✘ ✔ ✘ ✔

≤ na Z ✔ ✘ ✘ ✘ ✘

| na {1, . . . , 6} ✘ ✘ ✔ ✔ ✔

| na {2, . . . , 6} ✘ ✘ ✘ ✔ ✔

| na Z+ ✘ ✘ ✔ ✘ ✔

| na Z+ \ {1} ✘ ✘ ✘ ✘ ✔

⊆ na P(X )∗ ✘ ✔ ✔ ✔ ✔

≤Lex, X konečná ✔ ✔ ✔ ✔ ✔

idX
∗ ✘ ✘ ✘ ✔ ✔

∗ Pro |X | > 1, jinak uspǒrádáńı je lineárńı. X může být i nekonečná.



Inverzńı uspǒrádáńı
Relace ”veťśı než“ je inverzńı k relaci ”menš́ı než“, podobně jsou
navzájem inverzńı ”být dělitelem“ a ”být násobkem“ nebo ”být
potomkem“ a ”být p̌redkem“.

Pozorováńı: Inverzńı relace k částečnému uspǒrádáńı je opět
částečné uspǒrádáńı. Nazývá se obrácené uspǒrádáńı a často se pro
něj použ́ıvá stejný relačńı symbol, jen svisle p̌revrácený ≥, ⊇, ⪰.
▶ Odpov́ıdá otočeńı šipek v grafu relace.
▶ Hasse̊uv diagram ťreba ještě obrátit vzhůru nohama.

Zaměńıme-li částečné uspǒrádáńı ⪯ za jeho inverzi ⪰, pak:
▶ Z nejvěťśıch prvk̊u jsou nejmenš́ı a obráceně.
▶ Z maximálńıch prvk̊u jsou minimálńı a obráceně.

Obecná tvrzeńı stač́ı odvodit jen pro nejvěťśı a maximálńı prvky,
a pak se lze u nejmeš́ıch a minimálńıch odvolat na inverzńı relaci.



Množiny (ne)porovnatelných prvk̊u
Definice: Řetězec je podmnožina vzájemně porovnatelných prvk̊u.

. . . Y ⊆ X tvǒŕı lineárńı uspǒrádáńı uvniťr daného (⪯, X ).
Definice: Podmnožina neporovnatelných prvk̊u je nezávislá.
Ukázky: V uspǒrádáńı Z+ dělitelnost́ı tvǒŕı mocniny dvou řetězec.
Množina prvoč́ısel je v tomto uspǒrádáńı nezávislá.
Množiny stejné konečné velikosti jsou nezávislé v (⊆, P(X )).
Každá jednoprvková množina je nezávislá i řetězec zároveň.
Věta: Má-li částečné uspǒrádáńı na konečné X řetězce velikosti
nejvýše ω a nezávislé velikosti nejvýše α, potom plat́ı |X | ≤ αω.
Neformálńı důkaz:
Odeb́ıráme množiny nejmenš́ıch prvk̊u:
▶ vždy odebereme nezávislou množinu
▶ vždy o 1 zkrát́ıme nejdeľśı řetězce
▶ postupně odebereme všechny prvky
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„délka“

„šířka“



Kv́ız
Je-li u některých otázek v́ıce možnost́ı správných, vyberte všechny.

1. Mezi částečná uspǒrádáńı na X = {1, 2, 3} × {1, 2, 3} paťŕı:
a) uspǒrádáńı po složkách: (a, b) ⪯ (c, d) ⇔ a ≤ c ∧ b ≤ d ,
b) (a, b) ⪯ (c, d) ⇔ a ≤ c ∨ b ≤ d , c) . . . ⇔ a ≤ c ∧ b ≥ d .

2. Kolik prvk̊u má nejdeľśı řetězec v uspǒrádáńı (|, {1, . . . , n})?
a) 1 b) ⌊log2 n⌋ + 1 c) ⌊

√
n⌋ + 1 d)

⌊
n

log2 n

⌋
+ 1 e)

⌊n
2
⌋

+ 1

3. Pokud je prvek x minimálńı a maximálńı zároveň v (⪯, X ), pak
a) uspǒrádáńı má jen tento prvek a žádné jiné, čili X = {x},
b) prvek x je zároveň nejvěťśı i nejmenš́ı,
c) prvek x je neporovnatelný s ostatńımi,
d) X je celá nezávislá, čili ⪯ = idX .

4. Pravda nebo lež?
Sjednoceńı uspǒrádáńı ⪯ s jeho inverźı ⪰ dává ekvivalenci.

5. Pravda nebo lež? Řetězce v ⪯ jsou nezávislé v ⪰ a obráceně.



Otázky k porozuměńı tématu p̌rednášky

▶ Existuje uspǒrádáńı s právě jedńım maximálńım prvkem?
▶ Jak se pozorováńı o inverzńım uspǒrádáńı odvod́ı z axiomů?
▶ Proč je ve větě nutný p̌redpoklad konečnosti X?
▶ Lze nějak efektivně prokázat, že řetězec je nejdeľśı?

(Lépe než hrubou silou, výpisem všech řetězc̊u.)
Lze to i analogicky pro nezávislé množiny?



Poznámky k pojmoslov́ı a značeńı

Př́ıvlastek ”̌cástečné“ se použ́ıvá, je-li ťreba naznačit, že prvky
mohou, ale nemusej́ı být neporovnatelné.
Lineárńı, čili úplné uspǒrádáńı je zvláštńım p̌ŕıpadem částečného.
Je-li kontext žrejmý, lze p̌ŕıvlastky vynechávat.

Ostré uspǒrádáńı neńı reflexivńı ale ḿısto toho je ireflexivńı.

Reflexivńı a tranzitivńı relace je p̌reduspǒrádáńı.
Může v sobě obsahovat relaci ekvivalence. Mezi ťŕıdami nejvěťśı
obsažené relace ekvivalence lze pak odvodit částečné uspǒrádáńı.

Hrany Hasseova diagramu spojuj́ı prvek s jeho
bezprosťredńımi p̌redch̊uci a bezprosťredńımi následńıky.

V angličtině se maximálńı prvek nazývá a maximal element,
zat́ımco nejvěťśı prvek je the maximum, řidčeji the largest element.

Posledńı tvrzeńı zlidovělo coby ”Věta o dlouhém a širokém“.


