
Algoritmická teorie her – př́ıklady na 2. cvičeńı∗

1 Nashova ekvilibria

Hra v normálńım tvaru je trojićı (P,A, u), kde P je množina n hráč̊u, A = A1 × · · · × An je
množina profil̊u akćı, kde Ai označuje množinu akćı hráče i, a u = (u1, . . . , un) je n-tićı, ve které
každé ui : A → R je užitkovou funkćı hráče i.

Množina čistých strategíı hráče i je množinou Ai akćı hráče i. Množina Si smı́̌sených strategíı
hráče i je množinou pravděpodobnostńıch rozděleńı na Ai. Středńı hodnotou užitkové funkce hráče
i na smı́̌seném strategickém profilu s = (s1, . . . , sn) je

ui(s) =
∑

a=(a1,...,an)∈A

ui(a)

n∏
j=1

sj(aj).

Použijeme značeńı s−i = (s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn) a, pro strategii s′i ∈ Si hráče i, použijeme
ui(s

′
i; s−i) k označeńı č́ısla ui(s1, . . . , si−1, s

′
i, si+1, . . . , sn).

Nejlepš́ı odpověd́ı hráče i na strategický profil s−i je smı́̌sená strategie s∗i taková, že ui(s
∗
i ; s−i) ≥

ui(s
′
i; s−i) pro každou strategii s′i ∈ Si. Nashovým ekvilibriem v G je strategický profil (s1, . . . , sn)

takový, že si je nejlepš́ı odpověd́ı hráče i na s−i pro každé i ∈ P .

Pozorováńı 1 (Best response condition). V normálńı hře G = (P,A, u) n hráč̊u je pro každého
hráče i ∈ P smı́̌sená strategie si nejelpš́ı odpověd́ı na s−i právě tehdy, když všechny čisté strategie
v doméně si jsou nejlepš́ımi odpověd’mi na s−i.

Př́ıklad 1. Ověřte, že středńı hodnota užitkové funkce ve hře G = (P,A, u) v normálńım tvaru pro
n hráč̊u je lineárńı. Neboli dokažte, že ui(s) =

∑
ai∈Ai

si(ai)ui(ai; s−i) pro každého hráče i ∈ P a
každý smı́̌sený strategický profil s = (s1, . . . , sn).

Př́ıklad 2. Spoč́ıtejte Nashova ekvilibria v následuj́ıćıch hrách:

( a) Vězňovo dilema,

Svědčit Mlčet

Svědčit (-2,-2) (0,-3)

Mlčet (-3,0) (-1,-1)

Tabulka 1: Vězňovo dilema v normálńım tvaru.

(b) Kámen-n̊užky-paṕır.

Kámen Paṕır Nůžky

Kámen (0,0) (-1,1) (1,-1)

Paṕır (1,-1) (0,0) (-1,1)

Nůžky (-1,1) (1,-1) (0,0)

Tabulka 2: Kámen-n̊užky-paṕır v normálńım tvaru.

Formálně dokažte, že žádná jiná ekvilibria v těchto hrách neexistuj́ı.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜cizek/
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Př́ıklad 3 (Iterovaně dominovaná ekvilibria). Necht’ G = (P,A, u) je hra v normálńım tvaru pro
n hráč̊u. Pro každého hráče i řekneme, že strategie si ∈ Si je ostře dominovaná strategíı s′i ∈ Si,
pokud pro každé s−i ∈ S−i máme ui(si; s−i) < ui(s

′
i; s−i). Uvažte následuj́ıćı iterovaný proces,

který nám v některých hrách pom̊uže naj́ıt Nashovo ekvilibrium.
Nastavme A0

i = Ai a S0
i = Si pro každého hráče i ∈ P . Pro t ≥ 1 and i ∈ P bud’ At

i množina
čistých strategíı z At−1

i , které nejsou ostře dominovány strategíı z St−1
i a bud’ St

i množina smı́̌sených
strategíı, které maj́ı support obsažený v At

i. Necht’ T je prvńım krokem, ve kterém se množiny AT
i

a ST
i jǐz nezmenšuj́ı pro žádného hráče i ∈ P . Má-li poté každý hráč i ∈ P pouze jednu strategii

ai ∈ AT
i , tak řekneme, že a1 × · · · × an je iterovaně dominované ekvilibrium hry G.

( a) Ukažte, že iterovaně dominované ekvilibrium je Nashovým ekvilibriem.

(b) Nalezněte př́ıklad hry, která má čisté Nashovo ekvilibrium, které neńı iterovaně dominovaným
ekvilibriem.

Př́ıklad 4. Použijte metodu z Př́ıkladu 3 k nalezeńı unikátńıho Nashova ekvilibria v následuj́ıćı
hře dvou hráč̊u (viz Tabulka 3) zredukováńım této hry na hru 2× 2.

c1 c2 c3 c4

r1 (5, 2) (22, 4) (4, 9) (7, 6)

r2 (16, 4) (18, 5) (1, 10) (10, 2)

r3 (15, 12) (16, 9) (18, 10) (11, 3)

r4 (9, 15) (23, 9) (11, 5) (5, 13)

Tabulka 3: Hra z př́ıkladu 4.
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