
Algoritmická teorie her – př́ıklady na 11. cvičeńı∗

1 Myersonovo lemma

Alokačńı pravidlo x je implementovatelné, pokud existuje platebńı pravidlo p takové, že mechanis-
mus (x, p) je DSIC. Alokačńı pravido x je monotónńı, pokud pro každého nab́ızej́ıćıho i a libovolné
nab́ıdky b−i ostatńıch je alokace xi(z; b−i) nab́ızej́ıćıho i neklesaj́ıćı v jeho nab́ıdce z.

Věta 1 (Myersonovo lemma). V jednoparametrových prostřed́ıch plat́ı následuj́ıćı tři tvrzeńı.

( a) Alokačńı pravidlo je implementovatelné právě tehdy, když je monotónńı.

(b) Je-li alokačńı pravidlo x monotónńı, pak existuje jediné platebńı pravidlo p takové, že me-
chanismus (x, p) je DSIC (za předpokladu, že bi = 0 implikuje pi(b) = 0).

( c) Platebńı pravidlo p je určené následuj́ıćım vzorcem

pi(bi; b−i) =

∫ bi

0

z · d

dz
xi(z; b−i) dz

pro každé i ∈ {1, . . . , n}.

Je-li funkce xi(z; b−i) po částech konstantńı s body zlomu z1, . . . , zℓ, pak vzoreček pro platby
dává

pi(bi; b−i) =

ℓ∑
j=1

zj · jump(xi( · ; b−i), zj),

kde jump(xi( · ; b−i), zj) je velikost skoku funkce xi( · ; b−i) v bodě zlomu zj .

Př́ıklad 1. Použit́ım Myersonova lemma dokažte, že Vickreyho aukce je jedinou jednopoložkovou
aukćı, která je DSIC a která vždy vybere kupuj́ıćıho s nejvyšš́ı valuaćı zat́ımco ostatńım kupuj́ıćım
naúčtuje 0.

Př́ıklad 2. Máme veřejný projekt, jehož výstavba je zvažována n agenty, kde každý agent i má
valuaci vi ≥ 0 udávaj́ıćı jak moc chce, aby byl projekt postaven. Je-li projekt postaven, tak každý
agent jej m̊uže využ́ıvat, ale k tomu je potřeba, aby celkový zájem o projekt byl aspoň C; neńı-li
postaven, tak jej nem̊uže využ́ıvat nikdo a celkový sociálńı zisk je 0.

Zformulujte tento problém jako 1-parametrové prostřed́ı a použijte Myersonovo lemma k navržeńı
DSIC mechanismu pro př́ıslušnou aukci.

Př́ıklad 3. Bud’ G = (V,E) graf s hranami ohodnocenými funkćı w, která jim přiřazuje záporné
hodnoty. Cı́lem je naj́ıt minimálńı kostru v G.

Zformulujte tento problém jako 1-parametrové prostřed́ı a použijte Myersonovo lemma k navržeńı
DSIC mechanismu pro př́ıslušnou aukci.

Motivace: máme n měst, kde chceme opravit silnice mezi městy tak, aby se z každého města dalo
dostat do každého jen po opravených úsećıch. Každý úsek silnic mezi dvěma městy má ale na starost
jedna společnost, která má o danou zakázku oprav nějaký zájem. Chceme zakázky přiřadit tak, aby
celková spokojenost společnost́ı byla maximálńı a přitom počet opravených úsek̊u byl minimálńı.
Cı́lem je ukázat, že pro tento problém je možné navrhnout aukci, kde každá společnost má jasnou
strategii nab́ızeńı.

Př́ıklad 4. Navrhněte DSIC machanismus maximalizuj́ıćı sociálńı zisk v 1-parametrovém prostřed́ı
s množinou př́ıpustných řešeńı X = {(log y1, . . . , log yn) : y1, . . . , yn > 0,

∑n
i=1 yi = 1}. Použijte

alokačńı pravidlo, kde yi = bi/
∑n

j=1 bj. M̊užete předpokládat, že všechny valuace jsou kladné.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜cizek/
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