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1 Swap regret a interńı regret

Pro posloupnost (pt)Tt=1 pravděpodobnostńıch rozděleńı vystoupených algoritmem A a pro mo-
difikačńı pravidlo F : X → X, definujeme modifikovanou posloupnost (f t)Tt=1 = (F t(pt))Tt=1,
kde f t = (f t

1, . . . , f
t
N ) a f t

i =
∑

j : F t(j)=i p
t
j . Ztráta modifikované posloupnosti je pak LT

A,F =∑T
t=1

∑N
i=1 f

t
i ℓ

t
i. Pro posloupnost ℓt ztrátových vektor̊u je regret algoritmu A vzhledem k F rovný

RT
A,F = maxF∈F

{
LT
A − LT

A,F

}
. Exterńı regret algoritmu A je potom RT

A,Fex , kde Fex = {Fi : i ∈
X} obsahuje modifikačńı pravidla Fi = (F t

i )
T
t=1 taková, že F t

i vždy vraćı akci i. Interńı regret
algoritmu A je RT

A,Fin pro množinu F in = {Fi,j : (i, j) ∈ X ×X, i ̸= j} s N(N − 1) modifikačńımi

pravidly Fi,j = (F t
i,j)

T
t=1, kde v každém kroce t, F t

i,j(i) = j a F t
i,j(i

′) = i′ pro každé i′ ̸= i. Swap

regret algoritmu A je RT
A,Fsw pro množinu Fsw všech modifikačńıch pravidel F : X → X.

Př́ıklad 1. Ukažte, že swap regret je vždy nanejvýš N -krát tak velký jako interńı regret.

Př́ıklad 2. Dokažte, že pravděpodobnostńı rozděleńı p je korelovaným ekvilibriem, neboli

Ea∼p[Ci(a) | ai] ≤ Ea∼p[Ci(a
′
i; a−i) | ai]

pro každého hráče i ∈ P a všechna ai, a
′
i ∈ Ai, právě tehdy, když

Ea∼p[Ci(a)] ≤ Ea∼p[Ci(F (ai); a−i)]

pro každého hráče i ∈ P a každé modifikačńı pravidlo F : Ai → Ai.
Hint: M̊uže se hodit nahlédnout, že plat́ı Ea∼p[Ci(a)] =

∑
ai∈Ai

P (ai) · Ea∼p[Ci(a) | ai], kde
P (ai) =

∑
a−i∈A−i

p(ai; a−i) je pravděpodobnost, že hráči i je doporučeno ai.

Př́ıklad 3. Bud’ G = (P,A,C) hra v normálńım tvaru pro n hráč̊u, ε > 0 a T = T (ε) ∈ N. Necht’
po T kroćıch No-internal-regret dynamics má každý hráč i ∈ P pr̊uměrný interńı regret nanejvýš ε.
Definujme pt =

∏n
i=1 p

t
i součin smı́̌sených strategíı hráč̊u v kroce t a bud’ p = 1

T

∑T
t=1 p

t. Ukažte,
že p je ε-korelované ekvilibirium, neboli

Ea∼p[Ci(a)] ≤ Ea∼p[Ci(F (ai); a−i)] + ε

pro každého hráče i ∈ P a každé modifikačńı pravidlo F : Ai → Ai z F in.

Př́ıklad 4. Nalezněte př́ıklad s N = 3, ve kterém je exterńım regret nulový, ale swap regret je
neomezený jako funkce T .

Upřesněńı: stač́ı pouze vybrat př́ıslušnou posloupnost akćı a1, . . . , aT , ai ∈ X = {1, 2, 3} a
posloupnost ztrát ℓ1a, . . . , ℓ

T
a pro každé a ∈ X.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜cizek/
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