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1 Lineárńı programováńı z rychĺıku

Spousta praktických úloh i čistě kombinatorických lze naformulovat jako úloha lineárńıho programováńı
(LP). Na úlohu LP můžeme použ́ıt známé metody a efektivně ji vyřešit. Každá úloha lineárńıho
programováńı se dá převést do kanonického tvaru daného matićı A ∈ Rn×m a vektory b ∈ Rn a
c ∈ Rm:

max c⊤x

pro x ∈ Rm,x ≥ 0

za podmı́nek Ax ≤ b.

Př́ıklad 1. Pekárna peče chleby, housky, bagety a koblihy.

� K upečeńı jednoho chleba potřebuje p̊ul kila mouky, 10 vajec a 50 g soli.

� Na jednu housku je zapotřeb́ı 150 g mouky, 2 vejce a 10 g soli.

� Na bagetu potřebuje 230 g mouky, 7 vajec a 15 g soli.

� Na jednu koblihu je třeba 100 g mouky a 1 vejce.

Pekárna má k dispozici 5 kilo mouky, 125 vajec a p̊ul kila soli. Za jeden chleba źıská pekárna 20
korun, za housku 2 koruny, za bagetu 10 korun a za koblihu 7 korun.

Pekárna se snaž́ı vydělat co nejv́ıce. Jak ale zjist́ı kolik chleb̊u, housek, baget a koblih má upéci?
Zformulujte př́ıslušnou úlohu LP.

Př́ıklad 2. Ukažte, jak lze:

1. Převést maximalizačńı úlohu LP na minimalizačńı a naopak.

2. Převést úlohu LP, která má všechny proměnné x ≥ 0, na úlohu LP s proměnnými x′ ∈ Rm

a naopak.

3. Převést úlohu LP s podmı́nkami ve tvaru nerovnost́ı na úlohu LP, jej́ı̌z podmı́nky jsou pouze
rovnosti a naopak.

Vyžadujeme-li celoč́ıslenost proměnných, daj́ı se lineárńım programováńım vyjádřit i NP-těžké
úlohy. Bez této podmı́nky je vyřešeńı lineárńıho programováńı vyřešitelné v polynomiálńım čase.
V praxi se použ́ıvá simplexová metoda, která v praxi funguje rychle, ale na umělých vstupech může
běžet exponenciálně dlouho.

Př́ıklad 3. Zformulujte Problém batohu pomoćı celoč́ısleného lineárńıho programováńı. Tedy pro
n předmět̊u, kde i-tý má nějakou váhu vi a cenu ci, máme batoh s danou nosnost́ı V a my se do
něj snaž́ıme naskládat předměty tak, abychom maximalizovali celkovou cenu předmět̊u v batohu.

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜cizek/
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2 Dualita

Mějme následuj́ıćı úlohu lineárńıho programováńı P s m proměnnými a n podmı́nkami:

max c⊤x za podmı́nek Ax ≤ b a x ≥ 0. (P)

Té budeme ř́ıkat primárńı lineárńı program (neboli primár). Jeho duálńım lineárńım programem
(neboli duálem) nazveme následuj́ıćı lineárńı program D s n proměnnými a m podmı́nkami:

minb⊤y za podmı́nek A⊤y ≥ c a y ≥ 0. (D)

Vysvětleńı: při řešeńı P se snaž́ıme naj́ıt lineárńı kombinaci n podmı́nek soustavy Ax ≤ b s
nějakými koeficienty y1, . . . , yn ≥ 0 takovými, aby výsledná nerovnost měla j-tý koeficient aspoň
cj pro každé j ∈ {1, . . . ,m} a pravá strana přitom byla co nejmenš́ı.

Př́ıklad 4. Vytvořte duálńı program D pro následuj́ıćı primárńı lineárńı program P :

max 6x1 + 4x2 + 2x3

5x1 + 2x2 + x3 ≤ 5

x1 + x2 ≤ 2

x2 + x3 ≤ 2

x1, x2, x3 ≥ 0

Následuj́ıćı věta je asi nejd̊uležitěǰśım teoretickým výsledkem o lineárńıch programech.

Věta 1 (Silná věta o dualitě). Pro úlohy P a D nastane právě jedna z následuj́ıćıch čtyř možnost́ı:

(a) Ani P ani D nemá př́ıpustné řešeńı.

(b) Úloha P je neomezená a D nemá př́ıpustné řešeńı.

(c) Úloha P nemá př́ıpustné řešeńı a D je neomezená.

(d) Úlohy P i D maj́ı př́ıpustné řešeńı. Pak maj́ı i optimálńı řešeńı x∗ a y∗ a plat́ı c⊤x∗ = b⊤y∗.

Obecné lineárńı programy jde dualitou převést podle následuj́ıćı tabulky:

Primárńı úloha Duálńı úloha

Proměnné x = (x1, . . . , xm) y = (y1, . . . , yn)

Matice A ∈ Rn×m A⊤ ∈ Rm×n

Pravá strana b ∈ Rn c ∈ Rm

Účelová funkce max c⊤x minb⊤y

Podmı́nky i-tá podmı́nka má ≤ yi ≥ 0

≥ yi ≤ 0

= yi ∈ R

xj ≥ 0 j-tá podmı́nka má ≥
xj ≤ 0 ≤
xj ∈ R =

Př́ıklad 5. Vytvořte duálńı program D pro následuj́ıćı primárńı lineárńı program P :

maxx1 − 2x2 + 3x4

x2 − 6x3 + x4 ≤ 4

−x1 + 3x2 − 3x3 = 0

6x1 − 2x2 + 2x3 − 4x4 ≥ 5

x2 ≤ 0

x4 ≥ 0
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