Kombinatorika a grafy 1
Cviceni #1 — Zaklady & odhady faktorialu a kombinac¢nich ¢isel

Cvidici: Eliska Cervenkova
1.10.2025

Reseni
Piiklad 1. (a) 10-9-8
() ()
(c) () (trojthelnik ABC je tentyz jako BCA apod.)

Priklad 2 (Tétivy). Kazda dvojice tétiv udava ¢tvefici vrchold, jejich koncti. Naopak, zvolime-li étvefici
vrcholti, lze uz vybrat jen jednu dvojici tétiv tak, aby se protinaly. (U zbylych dvou moznosti se tétivy
neprotinaji.) Celkem jich tak bude (Z)

Priklad 3 (Kulicky). (a) (}) - k! (Nejprve vybereme k barev, pro kazdou takovou k-tici pak existje !

(b

)

(c)

(d)

moznych usporadani do fady)

n* (méme k pozic v fadé, na kazdou z nich vybirdme 1 z n barev)

(Z) (Nezalezi na poradi, jedind podminka je mit &k riznych barev z n)
(”le*l) (Nejjednoduseji pres stars and bars: pfihradky predstavuji barvy, k& kuli¢ek v nich rozmisté-
nych pak pocet kulicek dané barvy. Mame tak n — 1 oddélovaci a k kulicek, tedy celkem 2 druhy
” pFfedmétt” umistovynych na n — 1 + k pozic, jakmile vybereme pozice pro jeden druh, je tim jedno-
znané urcena celd fada)

POZOR! Zatimco piipady (a) a (c) se lisi jenom v pfenasobeni k!, v piipadech (b) a (d) tomu tak
neni. Intuice by ndm sice mohla fikat, Ze jediny rozdil je v (ne)uspotrddanosti, tedy staci vysledek
(b) vydélit k!, ale nezapomeiite, Ze se nam tady mohou opakovat barvy. Uvazte napf. konkrétni
vybér 3 kuliek 2 barev (M, M, C). Celkovy pocet usporadani do fady je 3 (MMC, MCM, CMM),
a ne 3! = 6. Vysledek by se dal jisté i upocitat pfes néjakou silenou sumu, kde byste museli rozlisit
vechny ptipady poctu konkrétnich barev, toto je ale mnohem elegantnéjsi a jednodussi feseni. (Jesté
poznamka, jak si rychle ovérit, ze vysledek nebude ’;—T - pocet zpiisobt jak vybrat kulicky, musi byt
nezaporné celé ¢islo; kdyz si zvolite napt. n = 3 a k = 2, celé ¢islo nedostanete)

Priklad 4. Pro velmi velké n seradte podle velikosti:

n! (Pro ¢islo 1 mame 10 moznosti, pro ¢islo 2 uz jen 9 atd.)

[5])" (kazdé ¢islo z [n] miiZeme zobrazit na libovolny nasobek 2 z [n])

| 2])" (kazdé ¢islo z [n] mzeme zobrazit na libovolny nasobek 3 z [n))

3
(i) n @) (i) n
< ([5])" << (|3))

(i) 10 < 3]
(i) ([2)" < e(2)" < n!
(iii) Tady je pékny dtikaz indukeci. Pro n = 6 nerovnost plati. Pfedpokladejme, Ze plati pro n. Pak

()G ) @ E@ ) -

n\" (n-+1 1 n+1
_ (2 T4n-—+... . 2= (n+1)!
<2> ( 5 )(+n ~t ><<n 5 (n+1)




Priklad 5. " o a1 )
1000n << nlogn << ny/n << §n(n +1) < 11"
(i) 1000 < logn
(ii) logn << /n
(ili) vn < 5(n+1)
(iv) n* < a®
Priklad 6. 5
(@) (i) (i) n (v) (v)
n® < nV" < (:) < n" < nl < n"

(i) 5 << v/n

(ii) Stirling:

= ~Y

(n!)? 2mn(%)2n ™m

(Qn) (2n)! \/H(Q—")%:zx_n

a plati

(vVn+1)logn < nlog4 —logm = log —
™

(iii) Stirling jako v (ii) + In d&va

In (Qn) ~ 1114— =nlnd —Inm — Inn,

n ™
In(v/n)" = glnn,
a plati
2
nlnd —Inrw < nt Inn,

(iv) Stirling + In dava

1
Inn! ~ §1n(27rn) +nlon —nlne,
In(v/n)" = gln n,
a plati
n
l+n<-In(2mn)+ = Ilnn
2 2
(v) nl << n™

Piiklad 7. Vyuzijeme (7))

k+1 (h) + (kj-l):

(=G = G- G

jelikoz (Tle) > 0. Déle pfimym vypoctem (fﬁl) < (27’:), a tedy plati

()= GG <= G)



Piiklad 8. Kolik feseni (a, b, ¢) ma rovnice a + b+ ¢ =10

(a)

(b)

(c)

Klasické stars and bars, piihradky odpovidaji ¢lentim a, b, ¢ - ty budou definované dvéma oddélovaci.
Kulicky v jednotlivych ptihradkach pak reprezentji konkrétni hodnoty a, b, ¢ (napf. s s s s sk | x| % %
kéduje a = 6,b = 1,c = 3 nebo | * * * | % % * % % %k kéduje a = 0,b = 3, ¢ = 7). Tedy konkrétni feseni
kéduje posloupnost 2 oddélovact a 10 kulicek, celkovy pocet takovychto rtiznych posloupnosti je (122)
(jakmile vybereme pozice pro oba oddélovace, je posloupnost jednoznatné urcena (ekvivalentné je
jzn uréena pozicemi kulicek)).
Oproti (a) nepovolujeme nulové hodnoty. Mozné jsou 2 piistupy
(i) 10 kuli¢ek chceme rozdélit 2 oddélovadi - ty muZeme umistit pouze do mezer mezi kulickami
(téch je 9), protoze umisténim oddélovace na kraj dostaneme prazdnou prvni nebo posledni
ptihradku, navic do jedné mezery lze umistit nejvyse 1 oddélova¢ (at nevznikne ptihradka s 0
kuli¢kami). Celkem (3).
(ii) Podminku nenulovosti mizeme zajistit tak, Ze si 3 kulicky uz pfedem umistime do ptihradek (do
kazdé jednu). Zbyde ndm 7 kuli¢ek a ty si stejné jako v (a) rozdélime do 3 pfihradek (tady uz se
0 vyskytovat muze) a ty pak do pfihrddek umistime. (d4 se na to divat jako na a =1+ d',b =
1+0b,c=14¢, kde d,V, jsou nezaporné celé ¢isla; pak a+b+c=a' + b+ +3 =10, coz
odpovida feseni rovnice @’ + b0’ 4+ ¢ =7 jako v (a))

Jsou-li a, b, ¢ sudé, dostaneme a + b+ ¢ = 2a’ + 20’ +2¢ = 10 pro @', V', ¢ z mnoziny kladnych celych
Cisel, vydélime 2 a pocitame jako v (b). Vysledek je (3)

Priklad 9. (a) U takového malého roznasobeni je dobré pocitat klidné "ruéné”, tj. rozepsat si vSechny

(b)
(c)

(d)

moznosti, at si uvédomite, co pfesné ovliviiuje dany koeficient. Hleddme vSechny moznosti, jak vybrat
z kazdé zavorky jeden clen, aby po jejich vynasobeni vyslo x, coz je tehdy, kdyz soucet exponentii
vybranych ¢lenti bude pravé 1. Pocet takovychto moznosti nam da ptislusny koeficient. Roznasobenim
miize x vzniknout pouze jako soucin 1 -1 - x, pricemz zalezi, ze které zavorky bereme 1 a ze které
x. Celkem to jsou 3 moZnosti, tedy koeficient je 3. Obdobné x? miiZe vzniknout pouze jako soucin
1-1-2? (3 moznosti) nebo 1 -z - x (3 moznosti). Tedy koeficient je 6.

Obecny postup by vypadal takto: (napi. pro z?) Hleddme vSechna feSeni rovnice a + b + ¢ = 2, kde
a,b,c € Ny jsou exponenty x v jednotlivych zavorkach, tj. a = 0, b = 1, ¢ = 1 odpovida nasobeni
1.2 - 2. Kazdé takové feseni do vysledného koeficientu prispéje jednickou. Tedy koeficient je pocet
takovychto feseni.

Obecny postup pomoci stars and bars jako v (a), FeSeni je (fg)

Vytkneme 22, dostaneme z8(1 + z + 2% + ...)4, tedy potiebjeme spocitat koeficient u 27 v (1 + = +
2?4 ...)%. Resenti je ().
0, roznasobujeme jen soucty sudych mocnin, lichou mocninu nikdy nedostaneme.



