Kombinatorika a grafy 1
Cviceni #6 — Toky v sitich

Cvidici: Eligka Cervenkovéa
5.11.2025

Pokud né¢emu nerozumite, nebojte se zeptat. Je zbytetné se trapit se $patné pochopenym piikladem ;)

Toky v sitich

Opakovani: Sit je usporadand pétice (V, E, z,s,¢), kde G = (V, E) je orientovany graf; z a s jsou dva rtzné
vrcholy G (zvané zdroj a stok); a kapacita c: E — Rg je funkce ohodnocujici hrany. Tok v siti je kazda funkce
[+ E — Rspliujici 0 < f(e) < c(e) pro kazdou hranue € Ea ., ., yyep [ (4, 0) =32, wep f (v, u) pro kazdy
vrchol w € V' mimo stok a zdroj. Velikost toku je w(f) = ... er [(2,0) = 2w 2er f(0, 2).

Jako rezervu hrany e na néjaké cesté P ze z do s oznacime 7(e) = c(e) — f(e) pro hranu e orientovanou po
sméru P a r(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti sméru P. Cesta P je pak zlepsujici, pokud vSechny jeji
hrany maji kladnou rezervu. Maximalni tok lze nalézt nasledujicim algoritmem:

Ford-Fulkersonuv algoritmus:

(a) Poloz f(e) = 0 pro vSechny hrany e.
(b) Najdi néjakou zlepsujici cestu a vylepsi pomoci ni tok f.

Rezem nazveme podmnozinu F, po jejimz odstranéni neexistuje orientovana cesta ze zdroje do stoku. Kapacita

fezu R je ¢(R) =) cpcle).

Véta 1 (Hlavni véta o tocich). Pro kaZdou sit existuje maximdlni tok a plati

maxw(f) = min c(R).

Navic pokud vsechny kapacity jsou celociselné, existuje mazximadini tok, ktery je na kaZdé hrané celociselny.
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Priklad 1. V siti nalevo pouzijte F.-F. algoritmus k nalezeni toku maximéalni velikosti. Dokazte, Ze je tok
skuteéné maximalni, tim, ze najdete odpovidajici fez miniméalni kapacity.
Priklad 2. (a) V siti veprostfed ukazte, ze F.-F. algoritmus mtze dospét ke Spatnému vysledku, pokud mu
povolime pouzivat jen orientované zlepsujici cesty.
(b) V siti napravo ukazte, ze F.-F. algoritmus miize trvat vice nez 100 krokt, pokud zlepSujici cesty volime
hloupé.

Priklad 3. Ukazte, Ze problém hledani maximélniho toku v siti, kterd mé vice zdroju a vice stok, lze redukovat
na pripad s jednim zdrojem a jednim stokem.

Priklad 4. Dokazte, ze pocdet toki maximéalni velikosti je v kazdé siti bud jedna nebo je nekone¢ny.



Priklad 5. Jak dlouho pobézi Ford—Fulkerson na nésledujici siti, pokud zacne cestou svsvst a potom bude
opakovat posloupnost cest P, = svqvgvouit, Py = svgvzugt, P1, P3 = svjvaust? Zbylé kapacity jsou c(ey) =
ro =1, c(e2) =r aces) =1, kder:@,tj. r2=1-r.

Piiklad 6. (Bonus) Pfi hleddni maximélniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale mize stét,
ze budeme potifebovat néjaké kapacity prifadit i vrcholim — ”vrcholem nesmi protéct vic nez z litri tekutiny
za jednotku casu”. Jak najit maximélni tok spliujici i tuto podminku?

Priklad 7. (Bonus) Necht G = (V, E) je sit tvaru mfizky 5 x 5, t.j. V ={1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5},
E={((zy),(z+1,y)|1<e<4,1<y<5} U {((z,9),(x,y+1)) |1 <z <5 1<y <4}, s kapacitami

c(((z,y), (x,y))) = min{x—i—y—ll,lo—az—y} Urcete maximalni tok ze zdroje (1,1) do spotiebice (5,5).

Pokryti a parovani

Opakovani: Vrcholové pokryti (”vertex cover”) v grafu G = (V, E) je mnozina vrcholti, co ”vidi do vSech hran”,
tj. (C CV)(Ve € E): enC # (. Nejmensi vrcholové pokryti v G znacime ¢(G).
Pdrovant ("matching”) v G je mnozina disjunktnich hran z E. Nejvétsi parovani v G znacime m(G).

(a) Najdéte G, kde ¢(G) > m(G).
(b) Najdéte G, kde ¢(G) > m(G) + 10.
)

Priklad 8. Kénigova-Egervaryho véta fikd, ze v kazdém bipartitnim grafu G plati ¢(G) = m(G).
(c) Ukazte, ze pro kazdé G plati m(G) < ¢(G) < 2-m(G).

Priklad 9. (Bonus) Necht G,,  je graf incidence mnozinového systému ([Z]) na mnoziné [n]. Najdéte vSechny
dvojice (n, k) takové, ze Gy, obsahuje parovani o velikosti (Z)



Kombinatorika a grafy 1
Cviceni #6 — Toky v sitich

Cvidici: Eligka Cervenkovéa
5.11.2025

Pokud né¢emu nerozumite, nebojte se zeptat. Je zbytetné se trapit se $patné pochopenym piikladem ;)

Toky v sitich

Opakovani: Sit je usporadand pétice (V, E, z,s,¢), kde G = (V, E) je orientovany graf; z a s jsou dva rtzné
vrcholy G (zvané zdroj a stok); a kapacita c: E — Rg je funkce ohodnocujici hrany. Tok v siti je kazda funkce
[+ E — Rspliujici 0 < f(e) < c(e) pro kazdou hranue € Ea ., ., yyep [ (4, 0) =32, wep f (v, u) pro kazdy
vrchol w € V' mimo stok a zdroj. Velikost toku je w(f) = ... er [(2,0) = 2w 2er f(0, 2).

Jako rezervu hrany e na néjaké cesté P ze z do s oznacime 7(e) = c(e) — f(e) pro hranu e orientovanou po
sméru P a r(e) = f(e) pro hranu orientovanou proti sméru P. Cesta P je pak zlepsujici, pokud vSechny jeji
hrany maji kladnou rezervu. Maximalni tok lze nalézt nasledujicim algoritmem:

Ford-Fulkersonuv algoritmus:

(a) Poloz f(e) = 0 pro vSechny hrany e.
(b) Najdi néjakou zlepsujici cestu a vylepsi pomoci ni tok f.

Rezem nazveme podmnozinu F, po jejimz odstranéni neexistuje orientovana cesta ze zdroje do stoku. Kapacita

fezu R je ¢(R) =) cpcle).

Véta 2 (Hlavni véta o tocich). Pro kaZdou sit existuje maximdlni tok a plati

maxw(f) = min c(R).

Navic pokud vsechny kapacity jsou celociselné, existuje mazximadini tok, ktery je na kaZdé hrané celociselny.

t

100 100

100 100

to

Priklad 1. V siti nalevo pouzijte F.-F. algoritmus k nalezeni toku maximéalni velikosti. Dokazte, Ze je tok
skuteéné maximalni, tim, ze najdete odpovidajici fez miniméalni kapacity.
Priklad 2. (a) V siti veprostfed ukazte, ze F.-F. algoritmus mtze dospét ke Spatnému vysledku, pokud mu
povolime pouzivat jen orientované zlepsujici cesty.
(b) V siti napravo ukazte, ze F.-F. algoritmus miize trvat vice nez 100 krokt, pokud zlepSujici cesty volime
hloupé.

Priklad 3. Ukazte, Ze problém hledani maximélniho toku v siti, kterd mé vice zdroju a vice stok, lze redukovat
na pripad s jednim zdrojem a jednim stokem.

Priklad 4. Dokazte, ze pocdet toki maximéalni velikosti je v kazdé siti bud jedna nebo je nekone¢ny.



Priklad 5. Jak dlouho pobézi Ford—Fulkerson na nésledujici siti, pokud zacne cestou svsvst a potom bude
opakovat posloupnost cest P, = svqvgvouit, Py = svgvzugt, P1, P3 = svjvaust? Zbylé kapacity jsou c(ey) =
ro =1, c(e2) =r aces) =1, kder:@,tj. r2=1-r.

Piiklad 6. (Bonus) Pfi hleddni maximélniho toku jsou kapacitami omezené hrany. Nékdy se ale mize stét,
ze budeme potifebovat néjaké kapacity prifadit i vrcholim — ”vrcholem nesmi protéct vic nez z litri tekutiny
za jednotku casu”. Jak najit maximélni tok spliujici i tuto podminku?

Priklad 7. (Bonus) Necht G = (V, E) je sit tvaru mfizky 5 x 5, t.j. V ={1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5},
E={((zy),(z+1,y)|1<e<4,1<y<5} U {((z,9),(x,y+1)) |1 <z <5 1<y <4}, s kapacitami

c(((z,y), (x,y))) = min{x—i—y—ll,lo—az—y} Urcete maximalni tok ze zdroje (1,1) do spotiebice (5,5).

Pokryti a parovani

Opakovani: Vrcholové pokryti (”vertex cover”) v grafu G = (V, E) je mnozina vrcholti, co ”vidi do vSech hran”,
tj. (C CV)(Ve € E): enC # (. Nejmensi vrcholové pokryti v G znacime ¢(G).
Pdrovant ("matching”) v G je mnozina disjunktnich hran z E. Nejvétsi parovani v G znacime m(G).

(a) Najdéte G, kde ¢(G) > m(G).
(b) Najdéte G, kde ¢(G) > m(G) + 10.
)

Priklad 8. Kénigova-Egervaryho véta fikd, ze v kazdém bipartitnim grafu G plati ¢(G) = m(G).
(c) Ukazte, ze pro kazdé G plati m(G) < ¢(G) < 2-m(G).

Priklad 9. (Bonus) Necht G,,  je graf incidence mnozinového systému ([Z]) na mnoziné [n]. Najdéte vSechny
dvojice (n, k) takové, ze Gy, obsahuje parovani o velikosti (Z)



