Kombinatorika a grafy 1

Cviceni #5 — Konec¢né projektivni roviny & Latinské ¢tverce

Cvidici: Eliska Cervenkova
29.10.2025

Pokud nécemu nerozumite, nebojte se zeptat. Je zbytecné se trapit se Spatné pochopenym prikladem

;)

Projektivni roviny

Opakovani: Necht X je kone¢nd mnozina ("body”) a P C 2% systém jejich podmnozin ("pifmky”). Potom
dvojici (X, P) nazveme konecnou projektivni rovinou, pokud spliuje nasledujici axiomy:

(Al) (Vo £y € X)(TP € P): z,y € P (kazdymi dvéma body prochézi pravé jedna piimka).
(A2) (VP #Q € P): |PNQ| =1 (kazdé dvé piimky se protinaji v pravé jednom bodg).
(A3) (3C C X,|C|=4): (VP € P): |CNP| <2 (existuji 4 body v obecné poloze).

Lze dokézat, ze kazdéa koneéné projektivni rovina (X, P) méa néjaky rad.
V roviné tadu n kazdy bod lezi na pravé n + 1 primkach a kazda primka
obsahuje pravé n + 1 bodd.

Rovina fadu n obsahuje pravé n? + n + 1 pfimek a pravé n? + n + 1 bodi.
Rovina radu n existuje kdykoliv je n mocnina prvocisla. AT, % c
Piikladem konecné projektivni roviny fadu 2 je Fanova rovina:

Piiklad 1 (Samoopravny kéd). Uvazujme mnozinu B, (binarnich) stringt délky n. Pro z,y € B,, ozna¢me
d(x,y) pocet pozic, na kterych se stringy lisi. Pro silné samoopravné kédy je dobré najit velkou mnozinu
stringt M C B, takovou, Ze kazdé dva stringy se lisi na aspon 3 pozicich, tj. (Vo,y € M): d(z,y) > 3
(pak totiz dokazeme “opravit 1 chybu”). Jeden takovy ted kdd sestrojime:

(a) Pomoci Fanovy roviny zkonstruujte mnozinu F' C B; sedmi stringi délky 7 takovych, ze kazdé dva
se lisi na 4 pozicich, tj. (Vx,y € F): d(z,y) = 4.

(b) Pro dany string x ozna¢me T jeho doplnék, tj. string, ktery méa na kazdé pozici opaény symbol.
Urcete d(Z,z) a d(T,y) prox #y € F.

(c) Najdéte mnozinu M C By celkem 16 stringti takovou, ze kazdé dva stringy se lisi na aspon 3 pozicich.

Piiklad 2 (Trojice z deviti). Je ddno nékolik 3prvkovych podmnozin 9prvkové mnoziny D = {1,2,...,9}
takovych, ze kazdé dvé podmnoziny maji nejvyse 1 spoleény prvek.

(a) Dokazte, Ze kazdy prvek = € D nélezi nejvyse ¢tyfem podmnoZinam.

(b) Dokazte, ze podmnozin mize byt nejvyse 12.

(c) Najdéte priklad 12 takovych podmnozin.

Latinské ¢tverce

Opakovani: Latinsky ¢tverec fadu n je tabulka o rozmérech n x n nad prvky z {1,2,...,n}, kde se kazdé
¢islo v kazdém sloupci a Fadku vyskytuje praveé jednou. Dva latinské ¢étverce L a L’ jsou ortogonalni, pokud
pro kazdou usporadanou dvojici ¢isel (a,b) z {1,2,...,n} existuji 4,j € {1,2,...,n} takové, ze (a,b) =
(Lij, Li;). Mnozina {Ly, Lo, ..., L} latinskych ¢tvercii je mnozinou vzajemné ortogonalnich latinskych
¢tvercli, pokud kazdy par ¢tvercl z této mnoziny je ortogonalni.



Lemma 1. Neexistuje vice nez n — 1 vzajemné ortogonalnich latinskych ¢tverca fadu n.

Véta 1. n — 1 vzdjemne ortogondlnich latinskych ctvercu Tadu n existuje prave tehdy, kdyzZ existuje pro-
jektivni rovina Tadu n.

Priklad 3. Rozhodnéte, zda permutace fadkl a sloupct zachovéavaji vlastnost byt latinskym ¢tvercem a
zda tyto operace zachovavaji ortogonalitu.

Priklad 4. Z ortogondlnich latinskych ¢tverci A a B fadu n, sestavenych z ¢isel 0,...,n — 1, sestavte
¢tverec C' podle pravidla
Ci,j = naiyj + b@j + 1.

Jaké zvlastni vlastnosti mé vysledny ctverec C'?



Kombinatorika a grafy 1

Cviceni #5 — Konec¢né projektivni roviny & Latinské ¢tverce

Cvidici: Eliska Cervenkova
29.10.2025

Pokud nécemu nerozumite, nebojte se zeptat. Je zbytecné se trapit se Spatné pochopenym prikladem

;)

Projektivni roviny

Opakovani: Necht X je kone¢nd mnozina ("body”) a P C 2% systém jejich podmnozin ("pifmky”). Potom
dvojici (X, P) nazveme konecnou projektivni rovinou, pokud spliuje nasledujici axiomy:

(Al) (Vo £y € X)(TP € P): z,y € P (kazdymi dvéma body prochézi pravé jedna piimka).
(A2) (VP #Q € P): |PNQ| =1 (kazdé dvé piimky se protinaji v pravé jednom bodg).
(A3) (3C C X,|C|=4): (VP € P): |CNP| <2 (existuji 4 body v obecné poloze).

Lze dokézat, ze kazdéa koneéné projektivni rovina (X, P) méa néjaky rad.
V roviné tadu n kazdy bod lezi na pravé n + 1 primkach a kazda primka
obsahuje pravé n + 1 bodd.

Rovina fadu n obsahuje pravé n? + n + 1 pfimek a pravé n? + n + 1 bodi.
Rovina radu n existuje kdykoliv je n mocnina prvocisla. AT, % c
Piikladem konecné projektivni roviny fadu 2 je Fanova rovina:

Piiklad 1 (Samoopravny kéd). Uvazujme mnozinu B, (binarnich) stringt délky n. Pro z,y € B,, ozna¢me
d(x,y) pocet pozic, na kterych se stringy lisi. Pro silné samoopravné kédy je dobré najit velkou mnozinu
stringt M C B, takovou, Ze kazdé dva stringy se lisi na aspon 3 pozicich, tj. (Vo,y € M): d(z,y) > 3
(pak totiz dokazeme “opravit 1 chybu”). Jeden takovy ted kdd sestrojime:

(a) Pomoci Fanovy roviny zkonstruujte mnozinu F' C B; sedmi stringi délky 7 takovych, ze kazdé dva
se lisi na 4 pozicich, tj. (Vx,y € F): d(z,y) = 4.

(b) Pro dany string x ozna¢me T jeho doplnék, tj. string, ktery méa na kazdé pozici opaény symbol.
Urcete d(Z,z) a d(T,y) prox #y € F.

(c) Najdéte mnozinu M C By celkem 16 stringti takovou, ze kazdé dva stringy se lisi na aspon 3 pozicich.

Piiklad 2 (Trojice z deviti). Je ddno nékolik 3prvkovych podmnozin 9prvkové mnoziny D = {1,2,...,9}
takovych, ze kazdé dvé podmnoziny maji nejvyse 1 spoleény prvek.

(a) Dokazte, Ze kazdy prvek = € D nélezi nejvyse ¢tyfem podmnoZinam.

(b) Dokazte, ze podmnozin mize byt nejvyse 12.

(c) Najdéte priklad 12 takovych podmnozin.

Latinské ¢tverce

Opakovani: Latinsky ¢tverec fadu n je tabulka o rozmérech n x n nad prvky z {1,2,...,n}, kde se kazdé
¢islo v kazdém sloupci a Fadku vyskytuje praveé jednou. Dva latinské ¢étverce L a L’ jsou ortogonalni, pokud
pro kazdou usporadanou dvojici ¢isel (a,b) z {1,2,...,n} existuji 4,j € {1,2,...,n} takové, ze (a,b) =
(Lij, Li;). Mnozina {Ly, Lo, ..., L} latinskych ¢tvercii je mnozinou vzajemné ortogonalnich latinskych
¢tvercli, pokud kazdy par ¢tvercl z této mnoziny je ortogonalni.



Lemma 2. Neexistuje vice nez n — 1 vzajemné ortogonalnich latinskych ¢tverca fadu n.

Véta 2. n — 1 vzdjemne ortogondlnich latinskych ctvercu radu n existuje prave tehdy, kdyzZ existuje pro-
jektivni rovina Tadu n.

Priklad 3. Rozhodnéte, zda permutace fadkl a sloupct zachovéavaji vlastnost byt latinskym ¢tvercem a
zda tyto operace zachovavaji ortogonalitu.

Priklad 4. Z ortogondlnich latinskych ¢tverci A a B fadu n, sestavenych z ¢isel 0,...,n — 1, sestavte
¢tverec C' podle pravidla
Ci,j = naiyj + b@j + 1.

Jaké zvlastni vlastnosti mé vysledny ctverec C'?



