Kombinatorika a grafy 1

Cviceni #4 — Catalanova cisla & Projektivni roviny

Cviéici: Eliska Cervenkova
22.10.2025

Pokud nécemu nerozumite, nebojte se zeptat. Je zbytecné se trapit se Spatné pochopenym piikladem

;)

Catalanova disla

Opakovéani: Posloupnost (1,1,2,5,14,42,...) Catalanovych ¢isel je definovana jako

1 2n

1 n_+1(n) Lze dokazat, zZe ¢, je pocet

co=ci=1lac, =) ¢ Ch1-; pron > 2. Lze dokazat, ze ¢, =
bindrnich stromt s n vnitfnimi vrcholy (a tedy n + 1 listy).

Priklad 1. Vyjadfete nasledujici poc¢ty pomoci Catalanovych cisel:

(a) Pocet korektnich uzavorkovani pomoci 2n zévorek (tj. n symboli ”(”a n symboli ”)”).

(b) Pocet cest v miizce z bodu [0, 0] do bodu [n,n|, které nikdy neklesnou pod diagonéalu y = x.
) Pocet moznosti, jak rozdélit ”schodisté”o 14 2 + - - - 4+ n polickach na n pravothelnik.

(d)

)

(c
d

(e

Pocet triangulaci konvexniho n-tthelnika.
Pocet moznosti, jak do tabulky 2 x n vyplnit ¢isla 1,2,...,2n tak, aby v kazdém tadku i sloupci
¢isla rostla.
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Projektivni roviny

Opakovani: Necht X je kone¢nd mnozina ("body”) a P C 2% systém jejich podmnozin ("pifmky”). Potom
dvojici (X, P) nazveme konecnou projektivni rovinou, pokud spliiuje nasledujici axiomy:

(Al) (Vx#y e X) 3P € P): z,y € P (kazdymi dvéma body prochézi pravé jedna pfimka).
(A2) (VP #Q € P): |PNQ| =1 (kazdé dvé piimky se protinaji v pravé jednom bodg).
(A3) (3C C X, |C|=4): (VP € P): |CNP| <2 (existuji 4 body v obecné poloze).

Lze dokézat, ze kazdéa koneéné projektivni rovina (X, P) méa néjaky rad.
V roviné tadu n kazdy bod lezi na pravé n + 1 primkach a kazda pirimka
obsahuje pravé n + 1 bodd.

Rovina fadu n obsahuje pravé n? + n + 1 pfimek a pravé n? + n + 1 bodi.
Rovina radu n existuje kdykoliv je n mocnina prvocisla. AT, % 4 c
Piikladem konecné projektivni roviny fadu 2 je Fanova rovina:

Piiklad 2 (Trpaslici). Sedm trpasliki si planuje pracovni tyden. Kazdy ze 7 dni pijdou néktefi 4 z nich
do préace (tézit drahokamy) a zbyli 3 budou odpocivat a hrat pfi tom marias. Je mozné rozplanovat tyden
tak, aby si kazdi dva trpaslici spolu zahrali marias?



Priklad 3 (Incidenéni graf neméa kratké cykly). Incidencni graf roviny (X, P) je bipartitni graf G, ktery
mé vlevo vrcholy X, vpravo vrcholy P a mezi nimi vSechny ty hrany (z, P), kde z € P. Dokazte, ze G
neobsahuje jako podgraf ani cyklus C5 ani Cy ani C5.

Piiklad 4 (Pokryti). Uvazme konecnou projektivni rovinu (X, P) fadu n.
(a) Kolik nejméné pfimek z P musime zvolit, aby kazdy prvek = € X lezel na aspon jedné ptimce?

(b) Kolik nejméné bodi z X musime zvolit, aby na kazdé piimce P € P lezel aspoii jeden vybrany bod?

Piiklad 5 (Alternativni definice). Dokazte, Ze pokud v definici nahradime axiom (A3) nasledujicim axi-
omem (A3’), tak dostaneme ekvivalentni definici koneéné projektivni roviny:

(A3’) Existuji aspon 2 ruzné primky P1, P2 € P, z nichz kazdd méa aspon 3 body
(neboli formalné (3P # Q € P) : |P|,|Q| > 3).

Piiklad 6 (Grafy bez 4cyklil). Ctyfeyklus je graf Cy = Ky .

(a) Pro nekoneéné mnoho riiznych n zkonstruujte graf na n vrcholech s (n*/?) hranami, ktery neobsahuje
jako podgraf ctyfcyklus.
(b) (Bonus) Dokazte, Ze graf na n vrcholech bez ¢tyfcyklu ma nejvyse O(n/?) hran.
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