Kombinatorika a grafy 1
Cviceni #2 — Vytvorujici funkce podruhé

Cvidici: Eliska Cervenkova
15.10. 2025

Pokud nécemu nerozumite, nebojte se zeptat. Je zbytecné se trapit se Spatné pochopenym piikladem

;)

Vytvorujici funkce

Opakovani: Mocninnd fada je fada tvaru Y .-, a;z’, kde a; € R a z je redlnd proménna.
Vytvorugici funkei posloupnosti (ag,a1,as,...) je mocninné fada Y . ja,z™. Napifklad funkce = je
vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,1,...).

Zobecnéna binomicka véta: Pro libovolné r € R a z € (—1,1) plati

(1+a) = (8>+(:>x+(;)x2+

kde(S)zla(DszrokeN.

Dusledek: Pron € Na z € (—1,1) plati

o0

e ()

k=0

Piiklad 1. (Piiklady oznadené * jsou z minulého cviceni) Najdéte vytvotujici funkce pro nésledujici
posloupnosti (pokuste se je vyjadfit v uzavieném tvaru, tj. bez sumy):

(a) *(0,0,1,1,1,1,...),

(b) * (1,3,9,27,81,...),

(c) *(1,1,2,2,4,4,8,8,...).
(d) *(1,4,9,16,...).

(e) (1,0,2,0,4,0,8,0,...),

Vzorec pro n-ty ¢len

Piiklad 2. (Piiklady oznacené * jsou z minulého cvideni) Najdéte vzorec pro n-ty ¢len nésledujicich
rekurentné zadanych posloupnosti:

(a) *ap=2,a1 =5 a a2 = dayr1 — 6a, pron > 0.

)
) ao =0, a1 =1, anso = 3(ans1 + ay)
yago=1,an1 =a,+n+1

e) ap =1, apy1 = 3a, + 2"
)
)
)
)

f) ap =1, a1 =4, apyo = 4ap41 — 4a,
(g) ap=1,a1 =1, ano=1+> 7 _,a
(h) ap=2,a1 =1aayi2 = aps1 +2a, pron >0

apo=1,a, =9 a ay, 9 = 6a,1 — 9a, pron > 0.



Recept:
(i) Oznacte F(x) vytvorujici funkei posloupnosti (ag, aq, ag,as . .. ).

(i) Napiste podobné posloupnosti, které maji vytvorujici funkce zF(z) a 2?F(z).

(iv) Vyjadiete F(x) (vyjde zlomek, ktery ma v ¢itateli i jmenovateli polynomy v z).

)
)
(iii) Pfictéte k F(z) vhodné ndsobky zF(z) a #*F(z), aby se skoro vse vynulovalo.
)
(v) Najdéte kofeny jmenovatele a rozlozte na parcidlni zlomky

)

(vi) Kazdému zlomku zv1ast najdéte odpovidajici posloupnost jako v predchozim prikladu.

Priklad 3. Prozkoumejme dusledek zobecnéné binomické véty:

(a) Co se stane, kdyz dosadime n = 2? A n = 37
(b) Jakou vytvoiujici funkci méa posloupnost (0,1-2,2-4,3-8,... k-2~ ...)?
(c) (bonus) Jakou vytvoiujici funkci mé& posloupnost (1,8,27,64,... k% ...)?

Priklad 4. Urcete pomoci vytvorujicich funkci koeficient u prislusné mocniny x v nasledujicich vyrazech.

(Vyjadiete ho ve tvaru (5) pro néjaka prirozena ¢isla p a ¢ nebo pfimo vydcislete.)

(a) u z'® ve vyrazu (z* + 2% + 2 + .. )4,

(b) u 2 ve vyrazu (z + 2® + 2% +...)S,

5

(c¢) (bonus) u z° ve vyrazu (

.
1-22)%°

Priklad 5. (bonus) Pro dané pfirozené ¢islo k sestrojte vytvorujici funkei A(z) = > " a,2™, kde a, je
rovno pravdépodobnosti, zZe pri hodu k klasickymi Sestisténnymi kostkami padne v souc¢tu n. Pomoci této
funkce urcete, jaka je pravdépodobnost, Ze pti hodu 12 kostkami padne presné 30.

Piiklad 6. (bonus) Kolik je moznosti, jak si vybrat 70 kulicek z krabice, kde jich je 30 ¢ervenych, 40
modrych a 50 bilych?

Priklad 7. (bonus) Pomoci vytvofujicich funkei sectéte >, (2)2 ay k()

Piiklad 8. (bonus) Kolika zptisoby je mozné vydlazdit obdélnik o rozmérech n x k pomoci dlazdic 1 x 27
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